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1 Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ïðÿìîé

Ðàññìîòðèì ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ a è σ > 0 ñëåäóþùóþ
ôóíêöèþ

f(x) =
1

σ
√

2π
exp

−(x− a)2

2σ2

 (1)

Ëåììà 1. Ïðè a = 0 , σ = 1 ôóíêöèÿ (1) çàäàåò ïëîòíîñòü
íåêîòîðîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïðÿìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîâåðêè óòâåðæäåíèÿ ëåììû äîñòà-
òî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

I =
1√
2π

∞∫
−∞

exp

−x
2

2

 dx = 1.

Çàïèøåì ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

I2 =
1

2π

∞∫
−∞

exp

−x
2 + y2

2

 dx dy.
Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì:

I2 =
1

2π

2π∫
0

dϕ
∞∫
0

r exp

−r
2

2

 dr =
∞∫
0

exp

−r
2

2

 d
r2

2

 = 1.

Ïîñêîëüêó I > 0, òî ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2. Ïðè ïðîèçâîëüíûõ a ∈ R è σ > 0 ôóíêöèÿ (1)
åñòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ýòî óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ëåììû 1, åñëè â I ìû
ñäåëàåì çàìåíó x = y−a

σ .
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Ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ (1) íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì ñ
ïàðàìåòðàìè a, σ2. Åñëè ξ èìååò òàêîå ðàñïðåäåëåíèå, òî óñëî-
âèìñÿ ïèñàòü ξ |= N(a, σ2). Âîîáùå, çíàê |= áóäåì èñïîëüçî-
âàòü âìåñòî ñëîâ "èìååò ðàñïðåäåëåíèå".

Ðàñïðåäåëåíèå N(0, 1) áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíûì íîð-
ìàëüíûì, à îáîçíà÷åíèå Φ çàêðåïèì çà åãî ôóíêöèåé:

Φ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

exp{−y2/2}dy.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ξ |= N(a, σ2). Òîãäà η = αξ + β (α 6= 0)
èìååò ðàñïðåäåëåíèå N(αa+ β, α2σ2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,
P(η < x) = P(αξ < x− β),

è, ðàçðåøàÿ ýòî íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî ξ (êîíå÷íî, ïðè-
äåòñÿ îòäåëüíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àè ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöà-
òåëüíîãî α), ìîæíî â ïîëó÷åííîì èíòåãðàëå ñäåëàòü çàìåíó
y = αx+ β. Ïîëó÷èì

P(η < x) =
1

| α | σ
√

2π

x∫
−∞

exp

−(y − αa− β)2

2σ2α2

 dy.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïðè ïðîèçâîëüíîì
x, òî ïëîòíîñòü η èìååò âèä

1

| α | σ
√

2π
exp

−(x− αa− β)2

2σ2α2

 ,
îòêóäà η |= N(αa+ β, α2σ2).

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ξ |= N(a, σ2). Òîãäà ξ−a
σ |= N(0, 1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü â òåîðåìå α = 1
σ ,

β = − a
σ .
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2 Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ξ èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå. Òîãäà åå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

ϕ(t) = exp

− t2

2

 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó â ðàâåíñòâå

M | ξ | =
1√
2π

∞∫
−∞

| x | exp

− x2

2

 dx

èíòåãðàë ñïðàâà, î÷åâèäíî, ñõîäèòñÿ, òî ϕ(t) - äèôôåðåíöèðó-
åìàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

ϕ′(t) = i√
2π

∞∫
−∞

x exp{itx} exp{− x2

2 } dx =

= − i√
2π

∞∫
−∞

exp{itx} d exp{− x2

2 } =

= − i√
2π exp{itx} exp{−x2/2}|∞−∞ − tϕ(t),

èëè ϕ′(t) = −tϕ(t), îòêóäà ϕ(t) = C exp{− t2

2 }. Îñòàëîñü
çàìåòèòü, ÷òî C = 1, ïîñêîëüêó ϕ(0) = 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2. Ðàñïðåäåëåíèå N(0, 1) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-
íûì, ò.å. åñëè ξ |= N(0, 1), òî (− ξ) |= N(0, 1).

Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê. â ñèëó òåîðåìû 2 ϕ−ξ(t) = ϕ(−t) = ϕ(t),
òî ðàñïðåäåëåíèÿ −ξ è ξ ñîâïàäàþò. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ýòîò
ôàêò ëåãêî âûâåñòè è èç òåîðåìû 1, åñëè âçÿòü â åå óñëîâèè
α = −1, β = 0.

Ñëåäñòâèå 3. Ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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• Φ(x) + Φ(−x) = 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x;

• Φ(0) = 1
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2,

Φ(−x) = P(−ξ > x) = P(ξ > x) = 1− Φ(x),

÷òî ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì óòâåðæäåíèåì. Åñëè òåïåðü â ýòîì
óòâåðæäåíèè âûáåðåì x = 0, òî íåìåäëåííî ïîëó÷èì è âòîðîå.

Ñëåäñòâèå 4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ N(a, σ2) ðàâíà

ϕ(t) = exp

ita − t2σ2

2

 .
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ξ |= N(a, σ2). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1,
η ≡ ξ−a

σ |= N(0, 1). Òàêèì îáðàçîì, ξ = ση + a, è èç òå-
îðåìû 2 ïîëó÷àåì

ϕξ(t) = eitaϕη(σt) = exp

ita − t2σ2

2

 .
Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ..., ξn íåçàâèñè-
ìû, ξj |= N(aj, σ

2
j ), j = 1, ..., n. Òîãäà

Sn ≡
n∑
j=1

ξj |= N(
n∑
j=1

aj,
n∑
j=1

σ2
j ).

Äåéñòâèòåëüíî, èç ñëåäñòâèÿ 4 è íåçàâèñèìîñòè âûòåêàåò

ϕSn
(t) =

n∏
j=1

ϕξj(t) = exp{it
n∑
j=1

aj −
t2

2

n∑
j=1

σ2
j}.

Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ òåïåðü ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû åäèí-
ñòâåííîñòè äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
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Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü ξ |= N(0, 1). Òîãäà ïðè íå÷åòíûõ n

Mξn = 0, à ïðè ÷åòíûõ Mξn = (n− 1)!!.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

ϕξ(t) = exp

−t
2

2

 = 1 +
∞∑
k=1

(−1)k
t2k

k!2k
,

è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ò.ê. ϕ - õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ, òî

ϕξ(t) = 1 +
∞∑
n=1

(it)n
Mξn

n!
.

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè n = 2k

Mξ2k

(2k)!
=

1

k!2k
=

1

(2k)!!
,

à ïðè n = 2k − 1 Mξn = 0. Îêîí÷àòåëüíî,

Mξ2k =
(2k)!

(2k)!!
= (2k − 1)!!.

Ñëåäñòâèå 7. Åñëè ξ |= N(a, σ2), òî Mξ = a, Dξ = σ2.

Ïóñòü η |= N(0, 1). Ïî ñëåäñòâèþ 6, Mη = 0,Dη = Mη2 = 1.
Ïîñêîëüêó ξ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ξ = ση + a, òî

Mξ = σMη + a = a, Dξ = σ2Dη = σ2.

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç
ôîðìóëû (1) èíòåãðèðîâàíèåì.

3 Òàáëèöû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü ξ |= N(a, σ2). Îáúåäèíÿÿ óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ 1 ñ
òðèâèàëüíûì ðàâåíñòâîì

P(ξ < x) = P(η <
x− a

σ
) = Φ

(
x− a

σ

)
,
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âèäèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ïðîèç-
âîëüíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, äîñòàòî÷íî èìåòü òà-
áëèöû Φ(x). Åñëè æå ìû ê òîìó æå áóäåì èìåòü ââèäó ðàâåí-
ñòâà ñëåäñòâèÿ 3, òî ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ìîæíî èìåòü òàáëè-
öû ýòîé ôóíêöèè òîëüêî äëÿ x, èìåþùèõ îïðåäåëåííûé çíàê,
íàïðèìåð, äëÿ x < 0, êàê è ñäåëàíî â [1], îòêóäà çàèìñòâîâàíà
ïðèâîäèìàÿ òàáëèöà.

Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ ïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé

Φ(x) = 1− Φ(−x).

Åùå ïàðà çíà÷åíèé äëÿ ñïðàâêè

Φ(−4) = 0.000031671, Φ(−5) = 0.00000029665.

Ïîëåçíî òàêæå ïîìíèòü î òîì, ÷òî òàáóëèðîâàííàÿ ôóíê-
öèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.

Ó÷èòûâàÿ ìàëóþ èíôîðìàòèâíîñòü Φ(x) ïðè áîëüøèõ ïî
ìîäóëþ x, èíîãäà òàáóëèðóþò ôóíêöèþ

Φgm(x) =
1√
2π

x∫
0

exp

−y
2

2

 dy

(ñì., íàïðèìåð, [2]). Ïîëó÷èì ñâÿçü Φ è Φgm. Ïîñêîëüêó Φ(0) =
0.5, òî ïðè x > 0 èìååì

Φ(x) = Φ(0) +
1√
2π

x∫
0

exp

−y
2

2

 dy =
1

2
+ Φgm(x). (2)

Åñëè æå x < 0, òî

Φ(x) = Φ(0) − 1√
2π

0∫
x

exp{−y
2

2
}dy =

1

2
− Φgm(−x). (3)
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Ò À Á Ë È Ö À 1

Ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
Φ(x) = 1√

2π

x∫
−∞

exp{−y2

2
} dy

x 0 2 4 6 8
-0.0 0.5000 0.4920 0.4840 0.4761 0.4681
-0.1 0.4602 0.4522 0.4443 0.4364 0.4286
-0.2 0.4207 0.4129 0.4052 0.3974 0.3897
-0.3 0.3821 0.3745 0.3669 0.3594 0.3520
-0.4 0.3446 0.3372 0.3300 0.3228 0.3156
-0.5 0.3085 0.3015 0.2946 0.2877 0.2810
-0.6 0.2743 0.2676 0.2611 0.2546 0.2483
-0.7 0.2420 0.2358 0.2297 0.2236 0.2177
-0.8 0.2119 0.2061 0.2005 0.1949 0.1894
-0.9 0.1841 0.1788 0.1736 0.1685 0.1635
-1.0 0.1587 0.1539 0.1492 0.1446 0.1401
-1.1 0.1357 0.1314 0.1271 0.1230 0.1190
-1.2 0.1151 0.1112 0.1075 0.1038 0.1003
-1.3 0.0968 0.0934 0.0901 0.0869 0.0838
-1.4 0.0808 0.0778 0.0749 0.0721 0.0694
-1.5 0.0668 0.0643 0.0618 0.0594 0.0571
-1.6 0.0548 0.0526 0.0505 0.0485 0.0465
-1.7 0.0446 0.0427 0.0409 0.0392 0.0375
-1.8 0.0359 0.0344 0.0329 0.0314 0.0301
-1.9 0.0288 0.0274 0.0262 0.0250 0.0239
-2.0 0.0228 0.0217 0.0207 0.0197 0.0188
-2.1 0.0179 0.0170 0.0162 0.0154 0.0146
-2.2 0.0139 0.0132 0.0125 0.0119 0.0113
-2.3 0.0107 0.0102 0.0096 0.0091 0.0087
-2.4 0.0082 0.0078 0.0073 0.0069 0.0066

9



x 0 2 4 6 8
-2.5 0.0062 0.0059 0.0055 0.0052 0.0049
-2.6 0.0047 0.0044 0.0041 0.0039 0.0037
-2.7 0.0035 0.0033 0.0031 0.0029 0.0027
-2.8 0.0026 0.0024 0.0023 0.0021 0.0020
-2.9 0.0019 0.0018 0.0016 0.0015 0.0014
-3.0 0.0013 0.0013 0.0012 0.0011 0.0010
-3.1 0.0010 0.0009 0.0008 0.0008 0.0007
-3.2 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0005
-3.3 0.0005
-3.4 0.0003
-3.5 0.0002
-3.6 0.0002
-3.7 0.0001
-3.8 0.0001
-3.9 0.0000

Èíîãäà äëÿ η |= N(0, 1) ïîëåçíîé îêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà

P(| η |< x) =
1√
2π

x∫
−x

exp{−y
2

2
} dy = 2Φgm(x). (4)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

Φ(x) − Φ(−x) = 1− 2Φ(−x) = P(| η |< x). (5)

Äëÿ óäîáñòâà ïðèâåäåì òàáëèöó íàèáîëåå ïîëåçíûõ êðèòè-
÷åñêèõ òî÷åê Φ óðîâíÿ ε, òî åñòü òàêèõ tε, ÷òî P(η > tε) = ε.
Ïðè ýòîì

t1−ε = −tε; tdouble,ε = t1− ε
2
,

ãäå tdouble,ε âûáðàíî òàê, ÷òî

P(| η |> tdouble,ε) = ε

è íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííåé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé óðîâíÿ ε ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ η.
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Ò À Á Ë È Ö À 2

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ε 0.0025 0.005 0.01 0.025 0.05 0.1
tε -2.89 -2.57 -2.32 -1.96 -1.64 -1.26

4 Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàñïðåäåëåíèå χ2

Òåñíî ñâÿçàíî ñ íîðìàëüíûì òàê íàçûâàåìîå Γα,λ-ðàñïðåäåëå-
íèå ñ ïëîòíîñòüþ

f(x) =
αλ

Γ(λ)
xλ−1e−x (x ≥ 0). (6)

Çäåñü α, λ � ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû, à

Γ(λ) =
∞∫
0

xλ−1e−xdx−

èíòåãðàë Ýéëåðà. Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî,
÷òî ïðè λ > 0 Γ(λ + 1) = λΓ(λ). Âûïîëíåíî òàêæå Γ(n) =
(n− 1)! è Γ(1

2) = 1√
π
.

Íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Γα,λ.
Ïî îïðåäåëåíèþ,

ϕ(t) =
αλ

Γ(λ)

∞∫
0

xλ−1eitx−αxdx.

Ïîñêîëüêó
| xλeitx−αx |= | x |λ e−αx,

è èíòåãðàë îò ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ, òî
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ôóíêöèÿ ϕ äèôôåðåíöèðóåìà, ïðè÷åì

ϕ′(t) = − iαλ

Γ(λ)

∞∫
0

xλeitx−αxdx =
iαλ

Γ(λ)

∞∫
0

xλd

e(it−α)x

it− α

 .
Ïðîèçâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, èìååì

ϕ′(t) = − iλαλ

(it− α)Γ(λ)

∞∫
0

xλ−1eitx−αxdx = − λ

t+ iα
ϕ(t).

Ðåøàÿ ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

ϕ(t) = C(t+ iα)−λ.

Ò.ê. ϕ(0) = 1, òî C = (iα)λ, è îêîí÷àòåëüíî

ϕ(t) =

(
1− it

α

)−λ
. (7)

Ïóñòü òåïåðü ξ1, ..., ξn |= N(0, 1) è íåçàâèñèìû. Ïîêàæåì,
÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = ξ2

1 + ... + ξ2
n,

íàçûâàåìîå χ2-ðàñïðåäåëåíèåì ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (ïðè
ýòîì ïèøóò η |= χ2

n), åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé Γ-ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 3.
χ2
n = Γ1/2, n/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ξ1 |= N(0, 1), òî ïðè x > 0 âû-
ïîëíåíî

P(ξ2
1 < x) = P(| ξ1 |<

√
x) = 2Φ(

√
x)− 1.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî x, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ξ2

1 åñòü ïëîòíîñòü Γ 1
2 ,

n
2
(ñì. (6)). Ïîýòîìó,

ñîãëàñíî (7),
ϕξ21(t) = (1− 2it)−

1
2 .
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Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî äëÿ êàæäîãî èç ξ2
j . Ò.ê. îíè íåçàâè-

ñèìû, òî

ϕη(t) = ϕΣξ2j (t) = (ϕξ21(t))
n = (1− 2it)−

n
2 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Íèæå ïðèâîäèòñÿ òàáëèöà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê χ2, çàèìñòâî-

âàííàÿ èç [3].

5 Ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà è Ôèøåðà

Ïóñòü ξ |= N(0, 1), η |= χ2
n è îíè íåçàâèñèìû. Ðàñïðåäåëå-

íèåì Ñòüþäåíòà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû Tn íàçûâàåòñÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

√
n√
η . Â ïðèíöèïå, ïîñêîëüêó

ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ξ è η íàì èçâåñòíû, òî íåòðóäíî íàé-
òè è ïëîòíîñòü Tn. Îíà ðàâíà

f(x) =
Γ
(
n+1

2

)
√
πn Γ

(
n
2

)
1 +

x2

n

−n+1
2

.

Ìîæíî òàêæå çàìåòèòü íåñêîëüêî ïîëåçíûõ ñâîéñòâ ýòîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, îíî ñèììåòðè÷íî. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ζ |= Tn, òî, âîñïîëüçîâàâøèñü ñèììåòðè÷íîñòüþ N(0, 1),
èìååì

−ζ =
−ξ
√
n

√
η

d=
ξ
√
n

√
η

= ζ,

ãäå çíà÷îê d= îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå ðàñïðåäåëåíèé. Îòñþäà, êàê
è äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ëåãêî âûâåñòè, ÷òî äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî x

Tn(x) + Tn(−x) = 1 (Tn(x) = P(ζ < x)).
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Ò À Á Ë È Ö À 3

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè tε ðàñïðåäåëåíèé χ2
n:

P(χ2
n > tε) = ε

n ↓ ε→ 0.995 0.99 0.95 0.05 0.01 0.005
2 0.01 0.02 0.10 5.99 9.21 10.60
3 0.07 0.11 0.35 7.81 11.34 12.84
4 0.21 0.30 0.71 9.49 13.28 14.86
5 0.41 0.55 1.14 11.07 15.09 16.75
6 0.68 0.87 1.63 12.59 16.81 18.56
7 0.99 1.24 2.17 14.07 18.47 20.28
8 1.34 1.65 2.73 15.51 20.09 21.96
9 1.74 2.09 3.33 16.92 21.67 23.59
10 2.16 2.56 3.94 18.31 23.21 25.19

n ↓ ε→ 0.995 0.99 0.95 0.05 0.1 0.005
12 3.07 3.57 5.23 21.03 26.22 28.30
14 4.07 4.66 6.57 23.68 29.14 31.32
16 5.14 5.81 7.96 26.30 32.00 34.27
18 6.26 7.01 9.39 28.87 34.80 37.16
20 7.43 8.26 10.85 31.41 37.57 40.00
21 8.03 8.90 11.59 32.67 38.93 41.40
22 8.64 9.54 12.34 33.92 40.29 42.80
23 9.26 10.20 13.09 35.17 41.64 44.17
24 9.89 10.86 13.85 36.41 42.98 45.56
25 10.52 11.52 14.61 37.65 44.31 46.93
30 13.79 14.95 18.49 43.77 50.89 53.67
35 17.19 18.51 22.49 49.80 57.34 60.27
40 20.71 22.16 26.51 55.76 63.69 66.77
45 24.31 25.90 30.61 61.66 69.96 73.17
50 27.99 29.71 34.76 67.50 76.15 79.49
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Âî-âòîðûõ, ïîñêîëüêó
1

n
η d=

1

n

n∑
j=1

ξ2
j , ξ1, ..., ξn |= N(0, 1)

è íåçàâèñèìû, òî, ñîãëàñíî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë,
1

n
η

d→ Mξ2
1 = 1 (n→∞),

ñëåäîâàòåëüíî,

ζ
d→ ξ√

Mξ2
1

= ξ |= N(0, 1) (n→∞),

ò.å. ïðè áîëüøîì ÷èñëå ñòåïåíåé ñâîáîäû ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþ-
äåíòà ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì.

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà
(èëè F -ðàñïðåäåëåíèå) Fn,m. Ýòèì ðàñïðåäåëåíèåì îáëàäàåò
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà mη

nξ , ãäå ξ |= χ2
n, η |= χ2

m è îíè íåçàâèñèìû.
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè tε,n,m - êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà Fn,m óðîâíÿ ε,
òî

ε = P(mηnξ > tε,n,m) = P
(
nξ
mη <

1
tε,n,m

)
=

= 1−P
(
nξ
mη >

1
tε,n,m

)
,

òî åñòü 1
tε,n,m

- êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà Fm,n óðîâíÿ 1− ε.
Äàëåå ïðèâåäåíû òàáëèöû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ðàñïðåäåëå-

íèé Ñòüþäåíòà è Ôèøåðà, çàèìñòâîâàííûå èç [3].

6 Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ìíîãîìåðíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì íàçûâàåòñÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèå â Rn ñ ïëîòíîñòüþ

f(~x) =

√
| A |

(
√

2π)n
exp{− 1

2
< A(~x− ~a), (~x− ~a) >}, (8)
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Ò À Á Ë È Ö À 4
Êðèòè÷åñêèå òî÷êè t(ε) ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà Tn.

Â òàáëèöå ñîáðàíû îäíîñòîðîííèå êðèòè÷åñêèå òî÷êè: P(ζ > t(ε)) = ε.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ τ(ε) : P(| ζ |> τ(ε)) = ε

ñëåäóåò ïîëîæèòü τ(ε) = t( ε
2
).

n ↓ ε→ 0.05 0.005 0.0005 n ↓ ε→ 0.05 0.005 0.0005
1 5.31 63.66 636.62 21 2.08 2.93 3.82
2 2.92 9.92 31.60 22 2.07 2.82 3.79
3 2.35 5.84 12.92 23 2.07 2.81 3.77
4 2.13 4.60 8.61 24 2.06 2.80 3.75
5 2.02 4.03 6.87 25 2.06 2.79 3.73
10 2.23 3.17 4.59 30 2.04 2.75 3.65
12 2.18 3,06 4.33 36 2.03 2.72 3.58
15 2.13 2.95 4.07 40 2.02 2.70 3.55
17 2.11 2.90 3.96 46 2.01 2.69 3.51
20 2.09 2.85 3.85 50 2.01 2.68 3.50

∞ 1.96 2.57 3.29

ãäå A � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà,
| A |� åå îïðåäåëèòåëü, ~a ∈ Rn � íåêîòîðûé âåêòîð, ñèìâîëîì
< ., . > îáîçíà÷åíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ~a = ~0, ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþò öåí-
òðèðîâàííûì. Åñëè æå ó öåíòðèðîâàííîãî íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ â (8) A åñòü åäèíè÷íàÿ n×n ìàòðèöà, òî òàêîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå óñëîâèìñÿ íàçûâàòü ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì.
Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ èìååò ìåñòî

Ëåììà 3. Åñëè ~ξ ∈ Rn îáëàäàåò ïëîòíîñòüþ (8), òî ðàñ-
ïðåäåëåíèå ~η = A

1
2 (~ξ−~a) ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì íîðìàëü-

íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~x = (x1, ..., xn). Óñëîâèìñÿ ïèñàòü
~ξ < ~x, åñëè íåðàâåíñòâà ξ1 < x1, ξ2 < x2, ... ξn < xn âûïîëíåíû
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Ò À Á Ë È Ö À 5
Ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà Fn,m

Â òàáëèöå äàíû êðèòè÷åñêèå òî÷êè t(ε, n.m) ðàñïðåäåëåíèÿ Fn,m. Èìååò
ìåñòî ñîîòíîøåíèå

t(1− ε, n,m) · t(ε,m, n) = 1
ε = 0.005

m ↓ n→ 4 5 10 20 24 60
4 23.15 22.46 20.97 20.17 20.03 19.61
5 15.56 14.94 13.62 12.90 12.78 12.40
10 7.34 6.87 5.85 5.27 5.17 4.86
20 5.17 4.76 3.85 3.32 3.22 2.92
24 4.89 4.49 3.59 3.06 2.97 2.67
60 4.14 3.76 2.90 2.39 2.29 1.96

ε = 0.01
m ↓ n→ 4 5 10 20 24 60

4 15.98 15.52 14.55 14.02 13.93 13.65
5 11.39 10.97 10.05 9.55 9.47 9.20
10 5.99 5.64 4.85 4.40 4.33 4.08
20 4.43 4.10 3.37 2.94 2.86 2.61
24 4.22 3.89 3.17 2.74 2.66 2.40
60 3.65 3.34 2.63 2.20 2.11 1.84

ε = 0.05
m ↓ n→ 4 5 10 20 24 60

4 6.39 6.26 5.96 5.80 5.77 5.67
5 5.19 5.05 4.73 4.56 4.53 4.43
10 3.48 3.33 2.98 2.77 2.74 2.62
20 2.87 2.71 2.35 2.12 2.08 1.95
24 2.78 2.62 2.25 2.03 1.98 1.84
60 2.52 2.37 1.99 1.75 1.70 1.53
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îäíîâðåìåííî. Ïî óñëîâèþ,

P(η < x) =

=

√
|A|

(2π)
n
2

∫
∗
exp{−1

2 < A(~z − ~a), (~z − ~a) >} d~z,

ãäå èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïî ìíîæåñòâó {z : A
1
2 (~z − ~a) < x}.

Ñäåëàåì çàìåíó ~y = A
1
2 (~z − ~a). Òîãäà

< A(~z − ~a), (~z − ~a) >=< ~y, ~y >,

ÿêîáèàí ýòîé çàìåíû ðàâåí | A |− 1
2 . Òàêèì îáðàçîì,

P(~η < ~x) =
∫

{~y<~x}
exp{−1

2
< ~y, ~y >} d~y,

÷òî è óòâåðæäàëîñü.

Ëåììà 4. ~a = M~ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ~η = A
1
2 (~ξ − ~a),

òî M~η = ~0 èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè. Ê òîìó æå, ìîæíî
çàïèñàòü

M~ξ = M(A− 1
2~η + ~a) = A− 1

2M~η + ~a = ~a.

Òåîðåìà 4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïëîòíîñòüþ (8) èìååò âèä

ϕ(~t ) = exp{i < ~t,~a > − 1

2
< M~t,~t >}, ~t ∈ Rn,

ãäå M = A−1, ïðè÷åì

Mi,j = M(ξi − ai)(ξj − aj), i, j = 1, ..., n,

ò.å. M - êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ~ξ.
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Ñ ó÷åòîì ýòîé òåîðåìû äàëåå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ (8)
óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü N(~a,M).

Äîêàæåì òåîðåìó. Ïóñòü ñíà÷àëà ~a = ~0, A = I. Òîãäà

ϕ(~t ) = 1
(2π)

n
2

∫
Rn

exp{−1
2 < ~x, ~x > + i < ~x, ~x >} dx =

=
n∏
j=1

(
1√
2π

∞∫
−∞

exp{−1
2x

2
j + itjxj} dxj

)
.

Â ñêîáêàõ çäåñü çàïèñàíà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñòàí-
äàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷êå tj. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî âèä ýòîé ôóíêöèè íàì èçâåñòåí èç òåîðåìû 2, ïîëó÷èì

ϕ(~t ) =
n∏
j=1

exp{−1

2
t2j} = exp{−1

2
< ~t, ~t >}.

Â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåìàÿ ôîðìóëà âûâîäèòñÿ èç ëåììû 3 è
ñâîéñòâ ìíîãîìåðíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ~η = A
1
2 (~ξ − ~a), îòêóäà

cov~ξ = M(~ξ−~a)(~ξ−~a)t = M(A− 1
2~η)(A− 1

2~η)t = A− 1
2cov~ηA− 1

2 .

Íî ~η èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, çíà÷èò
cov~η = I, è, òåì ñàìûì,

cov~ξ = A−1,

÷òî è óòâåðæäàëîñü.
Ñëåäñòâèå 8. Åñëè ~ξ = (ξ1, ..., ξn) èìååò ðàñïðåäåëåíèå
N(~a,M) , òî ïðè ïðîèçâîëüíîì j

ξj |= N(aj, Mj,j).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
~t(j) ≡ (0, ..., 0, t, 0, ..., 0) = t~ej,
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òî
ϕξj(t) = Meitξj = Mei<

~t(j), ~ξ> = ϕ~ξ(
~t(j) ).

Ïðèâëåêàÿ òåîðåìó 4, èìååì

ϕ~ξ(
~t(j) ) = exp{i < ~t(j), ~a > − 1

2 < M~t(j), ~t(j) >} =

= exp{itaj − 1
2Mj,jt

2}.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. Áîëåå òîãî, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íåòðóä-
íî ïîëó÷èòü, ÷òî ëþáîé ïîäâåêòîð íîðìàëüíîãî âåêòîðà èìååò
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è âûïèñàòü åãî ïàðàìåòðû: âåêòîð
ñðåäíèõ áóäåò ñîñòàâëåí èç òåõ êîîðäèíàò âåêòîðà ñðåäíèõ ~ξ,
êîòîðûå âõîäÿò â èññëåäóåìûé ïîäâåêòîð, à èç M âû÷åðêèâà-
þòñÿ ñòðîêè è ñòîëáöû ñ íîìåðàìè òåõ êîîðäèíàò, êîòîðûå â
íàø ïîäâåêòîð íå âõîäÿò.

Ñëåäñòâèå 9. Åñëè ~ξ |= N(~a,M), òî

n∑
j=1

ξj |= N(
∑
j

aj,
∑
i,j

Mi,j).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S =
n∑
j=1

ξj. Çàìåòèì, ÷òî

ϕS(t) = MeitS = M exp(i < ~t, ~ξ >) = ϕ~ξ(
~t ),

ãäå ~t = (t, t, ..., t), à çíà÷èò, ïî òåîðåìå 4,

ϕS(t) = exp(i < ~a, ~t > − 1
2 < M~t, ~t >) =

= exp

{
it

n∑
j=1

aj − t2

2

n∑
i=1

n∑
j=1

Mi,j

}
.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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Ýòî ñëåäñòâèå ÷àñòî ôîðìóëèðóþò òàê: ñóììà ëþáûõ íîð-
ìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íîðìàëüíà. Òàêàÿ ôîðìóëèðîâ-
êà îùèáî÷íà, ò.ê. â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ
íîðìàëüíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììèðóåìûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ñëåäñòâèå 10. Åñëè ~ξ |= N(~a,M) è ρ(ξi, ξj) = 0 ïðè âñåõ

i 6= j, òî êîîðäèíàòû ~ξ íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âíå ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðè-
öû M ñòîÿò cov(ξi, ξj), i 6= j, ÷èñëèòåëè ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè, òî êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà äèà-
ãîíàëüíà. Çíà÷èò,

ϕ~ξ(
~t ) = exp

{
i
n∑
j=1

tjaj − t2

2

n∑
j=1

Mj,j

}
=

=
n∏
j=1

ϕj(tj),

ãäå ϕj � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ N(aj, Mj,j). Íî ïî ñëåä-
ñòâèþ 8 ξj |= N(aj,Mj,j), j = 1, ..., n,, îòêóäà

ϕ~ξ(
~t ) =

n∏
j=1

ϕξj(tj),

÷òî è äàåò íåçàâèñèìîñòü êîîðäèíàò.
Ê ôîðìóëèðîâêå ýòîãî ñëåäñòâèÿ ìîæíî ñäåëàòü òî æå çà-

ìå÷àíèå, ÷òî è ê ñëåäñòâèþ 9.

Ñëåäñòâèå 11. Åñëè ~ξ |= N(~a,M), òî

< M−1(~ξ − ~a), (~ξ − ~a) > |= χ2
n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìû ïîëîæèì

~η = M− 1
2 (~ξ − ~a) = A

1
2 (~ξ − ~a) ,
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òî ïî ëåììå 3, ~η |= N(~0, I). Èç ñëåäñòâèé 8, 9 ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
êîîðäèíàòû ~η � íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû, è çíà÷èò,

< M−1(~ξ − ~a), (~ξ − ~a) >=< ~η, ~η > =
n∑
j=1

η2
j |= χ2

n.

7 Ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ ïîëåçíûõ ñòàòè-

ñòèê

Ïóñòü X âñþäó â ýòîì ðàçäåëå îáîçíà÷àåò âûáîðêó îáúåìà
n èç ðàñïðåäåëåíèÿ N(a, σ2). Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî ñìîòðåòü íà X êàê íà n-ìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ
ðàñïðåäåëåíèåì N(~a, σ2I). Ïðè ýòîì ~a = (a, ..., a) � âåêòîð
ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, à σ2I � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà
X. Êàê âñåãäà,

X̄ =
1

n

n∑
j=1

xj, S2 =
1

n

n∑
j=1

(xj − X̄)2.

Òåîðåìà 5. X̄−a
σ

√
n èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 9, T ≡ nX̄ èìååò ðàñïðå-
äåëåíèå N(na, nσ2). Ïî òåîðåìå 1 îòñþäà âûâîäèì, ÷òî

X̄ − a

σ

√
n =

1

σ
√
n
T − a

√
n

σ
|= N(0, 1).

Òåîðåìà 6. Ñòàòèñòèêà nS2
a

σ2 , ãäå S2
a = 1

n

∑n
j=1(xj − a)2

èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2
n.
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Äåéñòâèòåëüíî (ñì. ñëåäñòâèå 1), xj−a
σ èìååò ñòàíäàðòíîå íîð-

ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïîñêîëüêó x1, ..., xn íåçàâèñèìû, òî ïî
îïðåäåëåíèþ χ2

n ,

nS2
a

σ2 =
n∑
j=1

(
xj − a

σ

)2
|= χ2

n.

Òåîðåìà 7. Ñòàòèñòèêè X̄ è S2 íåçàâèñèìû, ïðè÷åì nS2

σ2

èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2
n−1.

Äîêàæåì ïðåäâàðèòåëüíî äâå ëåììû:

Ëåììà 5. Ïóñòü X |= N(~0, I) , C � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðè-
öà, Y = CX. Òîãäà Y èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå, ò.å. åãî êîîðäèíàòû � ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå
íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ Y :

ϕY (~t ) = ϕX(Ct~t ) = exp{−1

2
< Ct~t, Ct~t >}.

Îêîí÷àòåëüíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî CCt = I, ïîëó÷àåì

ϕY (~t ) = exp{−1

2
< ~t,~t >} = ϕX(~t ),

ò.å. Y è X èìåþò îäèíàêîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ëåììà 6. Ïóñòü X, Y îïðåäåëåíû â ëåììå 5. Ïîëîæèì ïðè
r < n

S(X) =
n∑
j=1

x2
j − y2

1 − ... − y2
r .

Òîãäà S(X) |= χ2
n−r è íå çàâèñèò îò y1, ..., yr.
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Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì, ÷òî
n∑
j=1

x2
j =< X,X > = < CX,CX > =

n∑
j=1

y2
j .

Ïîýòîìó S(X) =
n∑

j=r+1
y2
j . Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî ëåììå 5,

y1, ..., yn |= N(0, 1)

è íåçàâèñèìû, òî äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàâåðøåíî.
Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó. Îáîçíà÷èì

zj =
xj − a

σ
|= N(0, 1), j = 1, .., n.

Çàìåòèì, ÷òî
X̄−a
σ = 1

n

n∑
j=1

zj = Z̄;

S2

σ2 = 1
n

n∑
j=1

(zj − Z̄)2 = 1
n

n∑
j=1

z2
j − (Z̄)2;

nS2

σ2 =
n∑
j=1

z2
j − (

√
nZ̄)2.

Ïîëîæèì ~C1 = ( 1√
n
, ..., 1√

n
). Òàê êàê ‖~C1‖ = 1, òî ìîæ-

íî íàéòè âåêòîðû ~C2, ..., ~Cn, äîïîëíÿþùèå ~C1 äî îðòîíîðìè-
ðîâàííîãî áàçèñà â Rn. Ìàòðèöà C, ïî ñòðîêàì êîòîðîé ðàç-
ìåùåíû êîîðäèíàòû íàéäåííûõ âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíà. Åñëè
Y = CZ, òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 6, ïðè÷åì y1 =

√
nZ̄.

Òåì ñàìûì, nS2

σ2 |= χ2
n−1 è íå çàâèñèò îò X̄ = σy1√

n
+ a. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 12.
X̄ − a

S

√
n− 1 |= Tn−1.
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Ýòî óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òåîðåì 5, 6 è ïðåä-
ñòàâëåíèÿ

X̄ − a

S

√
n− 1 =

X̄−a
σ

√
n√

1
n−1

nS2

σ2

.

8 Òî÷íûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïà-

ðàìåòðîâ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ãîâîðÿò, ÷òî ñòàòèñòèêè θ±(X) îáðàçóþò ãðàíèöû òî÷íîãî äî-
âåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ θ óðîâíÿ 1− ε, åñëè

P(θ−(X) ≤ θ ≤ θ+(X)) = 1− ε.

Óòâåðæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ïîçâîëÿþò íàì ïîñòðîèòü
òàêèå èíòåðâàëû â ñëó÷àå, êîãäà X � âûáîðêà èç N(a, σ2).

8.1 Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 12 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = X̄−a
S

√
n− 1

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n−1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Íàé-
äåì ïî çàäàííîìó ε èç òàáëèö Tn−1 íà ñòðàíèöå 16 òàêîå τε, ÷òî

P(| η |≥ τε) = ε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåðàâåíñòâî | η |< τε áóäåò âûïîëíåíî ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1 − ε. Ðàçðåøàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îòíîñè-
òåëüíî a, ïîëó÷èì

P

(
X̄ − Sτε√

n− 1
≤ a ≤ X̄ +

Sτε√
n− 1

)
= 1− ε,
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à ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíèöû èñêîìîãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà
çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

a± = X̄ ± Sτε√
n− 1

. (9)

Ïðè ðàñ÷åòå ýòèõ ãðàíèö ìû íå ïîëüçóåìñÿ íèêàêîé èí-
ôîðìàöèåé êðîìå òîé, ÷òî ñîäåðæèòñÿ â ñàìîé âûáîðêå. Åñòå-
ñòâåííî, ÷òî åñëè ìû çíàåì, íàïðèìåð, ÷åìó ðàâíà äèñïåðñèÿ,
òî øèðèíó èíòåðâàëà (9) ìîæíî óìåíüøèòü, èñïîëüçóÿ çàäàí-
íîå çíà÷åíèå äèñïåðñèè âìåñòî îöåíêè S. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü,
îïèðàÿñü íà òåîðåìó 5.

Ïî òàáëèöàì íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ñòðàíèöå 9
íàéäåì òàêîå tε, ÷òî

Φ(tε) =
1√
2π

∫
−∞

tε exp

− y2

2

 dy = 1− ε

2
,

Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 3, Φ(−tε) = ε
2 , è çíà÷èò, ïîñêîëüêó íàì

èçâåñòíî, ÷òî X̄−a
σ

√
n |= N(0, 1), òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

P

| X̄ − a |
σ

√
n < tε

 = Φ(tε) − Φ(−tε) = 1− ε.

Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî ïîä çíàêîì âåðîÿòíîñòè îòíîñèòåëüíî a,
ïîëó÷èì

P

X̄ − σtε√
n
< a < X̄ +

σtε√
n

 = 1− ε,

èëè
a± = X̄ ± σtε√

n
. (10)

Èíòåðâàë (10) ÿâíî óæå, ÷åì (9). Èòàê, åñëè σ îòêóäà-òî íàì
èçâåñòíî, òî ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà íàõîäèì ïî
ôîðìóëå (10), èíà÷å � ïî ôîðìóëå (9).
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8.2 Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ äèñïåðñèè

Åñëè ìû ââåäåì îáîçíà÷åíèå χ ≡ nS2

σ2 , òî ñîãëàñíî òåîðåìå
7, χ |= χ2

n−1. Ïî òàáëèöàì ðàñïðåäåëåíèÿ χ2 íà ñòð 14 íàéäåì
òàêèå τ±ε , ÷òî

P(τ−ε < χ < τ+
ε ) = 1 − ε.

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ìíîãèìè ñïîñîáàìè, íî îáû÷íî èñõîäÿò èç
óñëîâèé

P(χ > τ−ε ) = 1 − ε

2
, P(χ > τ+

ε ) =
ε

2
.

Ðàçðåøàÿ äâîéíîå íåðàâåíñòâî ïîä çíàêîì âåðîÿòíîñòè îòíî-
ñèòåëüíî σ2, èìååì

P

nS2

τ+
ε

< σ2 <
nS2

τ−ε

 = 1 − ε,

èëè
(σ2)± =

nS2

τ∓ε
. (11)

Îïÿòü-òàêè, åñëè èçâåñòíî, ÷åìó ðàâíî a, òî âìåñòî òåîðåìû
7 ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 6, îïðåäåëèòü t±ε íà
ýòîò ðàç ïî òàáëèöå χ2

n êàê êðèòè÷åñêèå òî÷êè óðîâíåé 1 − ε
2

è ε
2 ñîîòâåòñòâåííî, è ïîëó÷èòü

P

nS2
a

t+ε
< σ2 <

nS2
a

t−ε

 = 1 − ε.

Ãðàíèöàìè äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà çäåñü áóäóò

(σ2)± =
nS2

a

t∓ε
. (12)
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Îøèáêà â îïðåäåëåíèè a äëÿ ðàñ÷åòà (12) ÷ðåâàòà ãîðàçäî
áîëåå ñåðüåçíûìè ïîñëåäñòâèÿìè, ÷åì íåâåðíî îïðåäåëåííîå σ
â (10). Òàì îøèáêà ìîãëà ñêàçàòüñÿ ëèøü íà øèðèíå èíòåðâàëà
ñ íåèçìåííûì öåíòðîì X̄ äëÿ (9) è (10) , à èíòåðâàëû (11) è
(12) ìîãóò äàæå îêàçàòüñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ.

9 Êðèòåðèé χ2 : îïðåäåëåíèå

Èçíà÷àëüíî ýòîò êðèòåðèé íàöåëåí íà ïðîâåðêó ïðîñòîé ãè-
ïîòåçû î òîì, ÷òî íàáëþäàåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò
èçâåñòíóþ çàðàíåå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F . Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ãðóïïû ∆1, ...,∆r ïîñòðîåíû òàê, ÷òî ξ ìîæåò ïðèíèìàòü
ëèøü çíà÷åíèÿ, ïîïàäàþùèå â îäíó èç ýòèõ ãðóïï. ×àùå âñåãî
ýòî èíòåðâàëû ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Îáñóæäåíèå ñïîñîáîâ ïîñòðî-
åíèÿ ïîäîáíûõ èíòåðâàëîâ îòëîæèì äî ðàçäåëà 11. Ïðîâåðÿå-
ìàÿ ãèïîòåçà ïîäìåíÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèåì î òîì, ÷òî çíà÷å-
íèÿ èç j-é ãðóïïû ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò ñ âåðîÿòíî-
ñòÿìè pj, j = 1, ..., r. Â ñèòóàöèè, êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ èçâåñòíà,ýòè âåðîÿòíîñòè íåòðóäíî âû÷èñëèòü (ïîäðîáíî-
ñòè â òàêæå ðàçäåëå 11). Êîíå÷íî æå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

r∑
j=1

pj = 1. (13)

Ïóñòü νj - ÷èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè X îáúåìà n, ïîïàâøèõ â
ãðóïïó ∆j. Î÷åâèäíî, ÷òî

r∑
j=1

νj = n (14)

Ñòàòèñòèêîé χ2 íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

χ2 =
r∑
j=1

(νj − npj)
2

npj
.
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Åñëè ïðîâåðÿåìàÿ ãèïîòåçà ñïðàâåäëèâà, òî npj ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé îæèäàåìîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè, ïîïàâøèõ â
∆j, à (νj−npj)2

npj
� îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

äàííûõ îò îæèäàåìûõ òåîðåòè÷åñêè. Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåçà
äîëæíà áûòü ïðèíÿòà, åñëè χ2 íå ñëèøêîì âåëèêî.

Åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé, îñíîâàííûé íà χ2, è ñ
òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè. Åñëè íàøà ãèïîòåçà èìååò ìåñòî, òî, êàê
íåòðóäíî ïîíÿòü, ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò âèä

L = L(X, p1, ..., pr) =
n!

ν1!...νr!
pν11 ...p

νr
k .

Åñëè æå p̃1, ..., p̃r � àëüòåðíàòèâíûå çíà÷åíèÿ pj , òî

L̃ = L(X, p̃1, ..., p̃r) =
n!

ν1!...νr!
p̃1
ν1...p̃k

νr .

Îöåíèì ïàðàìåòðû àëüòåðíàòèâû ïî ìåòîäó ìàêñèìóìà ïðàâ-
äîïîäîáèÿ:

l = lnL =
r∑
j=1

νj ln pj + ln
n!

ν1!...νr!
.

Â ñèëó ôîðìóëû (13) èìååì

l′j =
νj
pj

− νr
pr
, j = 1, ..., r − 1.

Ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíûå íóëþ, ñêëàäûâàÿ âñå ïîëó÷åííûå
óðàâíåíèÿ è ïðèâëåêàÿ (14), ïîëó÷àåì

n =
r∑
j=1

νj =
νr
pr

r∑
j=1

pj =
νr
pr
,

îòêóäà
p̂r =

νr
n
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è
p̂j = p̂r ·

νj
νr

=
νj
n
, j = 1, ..., r.

Îêîí÷àòåëüíî,
L̃

L
=

r∏
j=1

 νj
npj

νj

.

Ðàññìàòðèâàÿ ëîãàðèôì ýòîãî îòíîøåíèÿ è âíîâü èñïîëüçóÿ
(13, 14), èìååì

ln L̃
L =

∑r
j=1 νj ln

(
1 + νj−npj

npj

)
� ∑r

j=1 νj
νj−npj

npj
=

=
∑r
j=1

(νj−npj)2

npj
+

∑r
j=1(νj − npj) = χ2.

Èòàê, ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, χ2 ñîâ-
ïàäàåò ñ êðèòåðèåì, îñíîâàííûì íà îòíîøåíèè ïðàâäîïîäî-
áèÿ.

10 Êðèòåðèé χ2: òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå

Â ýòîì ïóíêòå áóäåò äîêàçàíà
Òåîðåìà 8. Ïðè n→∞

χ2 =
r∑
j=1

(νj − npj)
2

npj

d→ χ2
r−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåêòîðû p = (p1, ..., pr),
ν = (ν1, ..., νr). Î÷åâèäíî, ÷òî ν èìååò ïîëèíîìèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè n, p, ò.å., åñëè a � âåêòîð ñ öåëî-
÷èñëåííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè a1, ..., ar, òàêîé,
÷òî ñóììà ýòèõ êîîðäèíàò ðàâíà n, òî

P(ν = a) =
n!

a1!...ar!
pa1

1 ...p
ar
r .
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Ëåììà 7. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ν èìååò âèä

ϕν(t) =

 r∑
j=1

pje
itj

n , t ∈ Rr.

Äåéñòâèòåëüíî,

ϕν(t) = Mei<t,ν> = Σae
i<t,a>P(ν = a) =

= Σa
n!

a1!...ar!

(
p1e

it1
)a1

...
(
pre

itr
)ar

=

(
r∑
j=1

pje
itj

)n
.

Ëåììà äîêàçàíà. Ïîëîæèì òåïåðü

ν∗ =
ν − np√

n
=

1√
n
ν −

√
np.

Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

ϕν∗(t) = exp{−i
√
n < p, t >}

(∑r
j=1 pje

itj/
√
n
)n
,

l(t) = lnϕν(t) =

= −i
√
n < p, t > +n ln

(
1 +

∑r
j=1 pj(e

itj/
√
n − 1)

)
.

Èìåÿ ââèäó, ÷òî

eitj/
√
n − 1 = itj√

n
− t2j

2n + o
(

1
n
√
n

)
;

ln(1 + ε) = ε − ε2

2 + o(ε2),

âûâîäèì

l(t) = −1
2

r∑
j=1

t2jpj + 1
2

(
r∑
j=1

tjpj

)2
+ o

(
1√
n

)
=

= −1
2 < Ãt, t > + o

(
1√
n

)
,

ãäå ìàòðèöà Ã ðàçìåðàìè r × r èìååò ýëåìåíòû

Ãi,j =

{
pj(1−pj), i = j;
− pipj, i 6= j,

. i, j = 1, ..., r.
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Èòàê,
ϕν∗(t) → exp{−1

2
< Ãt, t >}, (15)

íî, ê ñîæàëåíèþ, Ã � âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Ýòî èìååò ìåñòî
çà ñ÷åò çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò ν∗:

r∑
j=1

ν∗j = 0. (16)

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ, ñäåëàííîãî ïîñëå ñëåäñòâèÿ 8 èç (15) âûâî-
äèòñÿ, ÷òî

ϕν̃(t) → exp{< At, t >},
ãäå ν̃ = (ν∗1 , ..., ν

∗
r−1), à A ïîëó÷àåòñÿ èç Ã âû÷åðêèâàíèåì

ïîñëåäíåé ñòðîêè è ïîñëåäíåãî ñòîëáöà. Îòñþäà

ν̃
d→ N(0, A).

Ìàòðèöà A îáðàòèìà, ïðè÷åì îáðàòíàÿ ê íåé ìàòðèöà B
ñîñòîèò èõ ýëåìåíòîâ

Bi,j =


1
pi

+ 1
pr
, i = j;

1
pr
, i 6= j,

i, j = 1, ..., r − 1.

Ïðîâåäåì ñëåäóþùèå âûêëàäêè

< Bν̃, ν̃ >= Σi,j Bi.jν
∗
i ν

∗
j =

r−1∑
j=1

 1

pj
+

1

pr

 (ν∗j )
2 +

+
1

pr
Σi6=jν

∗
i ν

∗
j = 1

pr

(
r−1∑
j=1

ν∗j

)2
+

r−1∑
j=1

(νj − npj)
2

npj
.

Ïîñêîëüêó (ñì (16))

1

pr

r−1∑
j=1

ν∗j

2

=
(ν∗r )

2

pr
=

(νr − npr)
2

npr
,
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òî ïî ñëåäñòâèþ 11,
χ2 = < Bν̃, ν̃ >

d→ χ2
r−1.

Êîíå÷íî æå, ãèïîòåçà î ïðèíàäëåæíîñòè âûáîðêè îïðåäå-
ëåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ âñòðå÷àåòñÿ îòíîñèòåëüíî ðåæå, ÷åì
çàäà÷à ïðèíàäëåæíîñòè íåêîòîðîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåé-
ñòâó ðàñïðåäåëåíèé � íîðìàëüíîìó, ïóàññîíîâñêîìó è ò.ï. Â
ýòèõ ñëó÷àÿõ ïî âûáîðêå äîïîëíèòåëüíî ïðèõîäèòñÿ îöåíèâàòü
íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèé. Ñîîòâåòñòâóþùèé ðå-
çóëüòàò ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Òåîðåìà 9. (Ôèøåð) Åñëè ïðè ðàñ÷åòå ñòàòèñòèêè χ2 k

íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ çàìåíåíû èõ îöåí-
êàìè ïî ìåòîäó ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ, òî â äîñòàòî÷-
íî øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðåäåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì χ2

áóäåò χ2
r−k−1.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ìû çäåñü ïðèâîäèòü íå áóäåì.

11 Ïðèìåíåíèå χ2 ê ãèïîòåçå íîðìàëüíîñòè

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîäãîòîâêó ãðóïï äëÿ ðàáîòû êðèòåðèÿ
χ2. Åñëè ýòè ãðóïïû íå îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûì îáðàçîì, è
äàííûå èìåþò ÷èñëîâîé õàðàêòåð, òî ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì
òàê íàçûâàåìûé ðàçìàõ âûáîðêè T = | X(n) − X(1) | . Çàòåì
âûáåðåì ÷èñëî ãðóïï r. Äëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåêîìåíäó-
åòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Ñòåðäæåñà:

r = [log2 n] + 1.

Îïðåäåëèì äëèíó òèïè÷íîãî èíòåðâàëà (øàã) h = T/r. Ïî-
ñòðîèì êîíöû ãðóïï-èíòåðâàëîâ ïî ôîðìóëàì
z1 = −∞, zk = X(1) + (k − 1)h (2 ≤ k ≤ r), zr+1 = +∞. (17)
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Ïîëîæèì ∆j = [zj, zj+1), j = 1, ..., r. Êàæäûé èç ïîñòðî-
åííûõ èíòåðâàëîâ äîëæåí ÎÁßÇÀÒÅËÜÍÎ ñîäåðæàòü îò 3
äî 19 âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé. Åñëè ýòî óñëîâèå íàðóøàåòñÿ,
òî èíòåðâàëû ñëåäóåò èçìåíèòü, ïåðåäâèãàÿ ãðàíèöû zk, èëè
èçìåíÿÿ êîëè÷åñòâî ãðóïï.

Îñòàëîñü òåïåðü âûÿñíèòü, êàê âû÷èñëÿòü pj. Ïóñòü ïðîâå-
ðÿåòñÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî âûáîðêà âçÿòà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ôóíêöèåé F . Òîãäà

pj = F (zj+1) − F (zj), j = 1, ..., r

(åñòåñòâåííî, ïîñëå òîãî, êàê ãðóïïû ∆1, ...,∆r óæå îêîí÷à-
òåëüíî îïðåäåëåíû).

Ðàññìîòðèì ãèïîòåçó íîðìàëüíîñòè: ïóñòü ìû õîòèì ïðî-
âåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âûáîðêà âçÿòà èç ðàñïðåäåëåíèÿ
N(a, σ2) ñ íåêîòîðûìè íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè. Ïî òåîðå-
ìå Ôèøåðà ìîæíî âçÿòü

a = â = X̄, σ2 = σ̂2 = S2,

÷òî óìåíüøèò ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû íà äâà. Ïîñòðîèì ãðà-
íèöû ãðóïï ïî ôîðìóëàì (17) è ïîëîæèì

pj = P(zj ≤ ξ < zj+1) = P

zj − X̄

S
≤ ξ − a

σ
<
zj+1 − X̄

S

 =

= Φ

zj+1 − X̄

S

 − Φ

zj − X̄

S

 , j = 1, ..., r. (18)

Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé îôîðìëÿåì òàáëèöåé:
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Ïðîâåðêà ãèïîòåçû íîðìàëüíîñòè
N õàðàêòåðèñòèêà êàê îïðåäåëÿåòñÿ
1 zj çàäàþòñÿ çàðàíåå (17)
2 (zj − X̄)/S ïî ñòðîêå 1
3 Φ((zj − X̄)/S) ïî òàáëèöå 3 Φ
4 pj ïî ôîðìóëàì (18) è ñòðîêå 1
5 npj ïî ñòðîêå 4
6 νj ïî âûáîðêå è ãðóïïàì
7 (νj − npj)

2 ïî ñòðîêàì 5 è 6
8 (νj − npj)

2/npj ïî ñòðîêàì 5 è 7

Âåëè÷èíà ñòàòèñòèêè χ2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ýëåìåíòîâ
8-é ñòðîêè. Ïîñëå ðàñ÷åòà ñðàâíèâàåì åå ñ êðèòè÷åñêîé òî÷-
êîé, îïðåäåëåííîé ïî òàáëèöå 4 äëÿ χ2

r−3 ïî çàäàííîìó ε. Åñ-
ëè êðèòè÷åñêèé óðîâåíü íå ïðåâçîéäåí, òî îòâåðãàòü ãèïîòåçó
íîðìàëüíîñòè íåò îñíîâàíèé.

12 Çàäà÷è ñ íåñêîëüêèìè âûáîðêàìè

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû ïðèìåíåíèÿ êðèòåðèÿ χ2 ê
ïðîâåðêå ãèïîòåç íåçàâèñèìîñòè è îäíîðîäíîñòè âûáîðîê.

Ðàññìîòðèì äâå âûáîðêè X è Y îäèíàêîâîãî îáúåìà n. Ãè-
ïîòåçà íåçàâèñèìîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòè âûáîðêè âçÿòû èç
íåçàâèñèìûõ ðàñïðåäåëåíèé. Òåì ñàìûì âûñêàçûâàåìàÿ ãèïî-
òåçà îòíîñèòñÿ ê ñîâìåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ X è Y , è ôàêòè-
÷åñêè íàäî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû èìååì âûáîðêó îáúåìà n èç äâó-
ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, â êîòîðîé ýëåìåíòû âûáîðêè X îáðà-
çóþò ïåðâûå êîîðäèíàòû, à ýëåìåíòû Y � âòîðûå.

ßñíî,÷òî åñëè ìû áóäåì ãðóïïèðîâàòü ýòè äâóìåðíûå äàí-
íûå, òî ãðóïïû áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèêè.
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Ïóñòü ìû èìååì r × s ïðÿìîóãîëüíèêîâ-ãðóïï, è êàæäîé èç
ãðóïï, îáîçíà÷àåìûõ ∆i,j, ñîîòâåòñòâóåò òåîðåòè÷åñêàÿ âåðî-
ÿòíîñòü

pi,j = P((x, y) ∈ ∆i,j), i = 1, ..., r, j = 1, ..., s.

Â ýòîì ñëó÷àå

χ2 =
r∑
i=1

s∑
j=1

(νi,j − npi,j)
2

npi,j

d→ χ2
rs−1,

ãäå νi,j � ÷èñëî ýëåìåíòîâ äâóìåðíîé âûáîðêè, ïîïàâøèõ â∆i,j.
Âûñêàçûâàåìàÿ ãèïîòåçà íåçàâèñèìîñòè çàìåíÿåòñÿ òåïåðü

íà óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî
pi,j = piqj, pi = P(x ∈ ∆i), qj = P(y ∈ Λj),

åñëè ∆i,j = ∆i × Λj, i = 1, ..., r, j = 1, ..., s.
Îáû÷íî ∆i,j ñòðîÿò òàê: îáðàçóåì äëÿ âûáîðêè X èíòåð-

âàëû ∆1, ...,∆r, à äëÿ âûáîðêè Y èíòåðâàëû Λ1, ...,Λs êàê
ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå è ïîëîæèì ∆i,j =
∆i × Λj. Ïàðàìåòðû pi, qj, ÿâëÿþùèåñÿ íåèçâåñòíûìè, çàìå-
íèì èõ îöåíêàìè ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ:

p̂i =
νi
n
, q̂j =

µj
n
, i = 1, ..., r, j = 1, ..., s,

ãäå νi � ÷èñëî ýëåìåíòîâ X â ∆i, µj � ÷èñëî ýëåìåíòîâ Y â Λj.
Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì, ÷òî åñëè ãèïîòåçà
ñïðàâåäëèâà, òî

χ2 =
r∑
i=1

s∑
j=1

(νi,j − np̂iq̂j)
2

np̂iq̂j
= n

 r∑
i=1

s∑
j=1

ν2
i,j

νiµj
− 1

 , (19)

è, ñîãëàñíî òåîðåìå Ôèøåðà,
χ2 d→ χ2

rs−(r−1)−(s−1) = χ2
(r−1)(s−1).

Îáû÷íî äàííûå äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû íåçàâèñèìîñòè ïî-
ìåùàþò â òàáëèöó, íàçûâàåìóþ òàáëèöåé ñîïðÿæåííîñòè:
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Òàáëèöà ñîïðÿæåííîñòè
Y \X ∆1 ... ∆r ñóììû ñòðîê

Λ1 µ1
... νi,j

...
Λs µs

ñóììû ñòîëáöîâ ν1 ... νr

×èñëà νi,j íàõîäÿò ïî âûáîðêå, ïðîâåðÿÿ êàæäóþ èç äâóìåð-
íûõ âûáîðî÷íûõ òî÷åê: åñëè x ïîïàë â i-é èíòåðâàë, à Y â
j-é, òî νi,j óâåëè÷èâàþò íà åäèíèöó (òàêèì îáðàçîì, âî âñåé
òàáëèöå ñîïðÿæåííîñòè ïîÿâÿòñÿ n åäèíèö). Ïîñëå âû÷èñëå-
íèé ñóìì ñòðîê è ñòîëáöîâ, ðàññ÷èòûâàþò χ2 ïî ôîðìóëå (19)
è, ñðàâíèâàÿ ñ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ïî òàáëèöå χ2

(r−1)(s−1)
äåëàþò âûâîä î ñîãëàñîâàííîñòè ãèïîòåçû îïûòíûì äàííûì.

Äàëåå ðàññìîòðèì ãèïîòåçó îäíîðîäíîñòè âûáîðîê. Ýòà ãè-
ïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âûáîðêè X, Y , èìåþùèå íà ýòîò ðàç
âîçìîæíî ðàçëè÷íûå îáúåìû n, m ñîîòâåòñòâåííî, áåðóòñÿ èç
îäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îáúåäèíèì äâå íàøè âûáîðêè â îäíó è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ìû íàáëþäàåì äâóìåðíûé âåêòîð (Z, υ), ãäå Z ïðîáåãàåò âñå
çíà÷åíèÿ îáúåäèíåííîé âûáîðêè îáúåìà n + m è υ = 1, åñëè
ñîîòâåòñòâóþùèé Z âçÿò èç âûáîðêè X. Èíà÷å υ = 2. Åñëè
âûáîðêè îäíîðîäíû, òî Z íå çàâèñèò îò υ. Èòàê, ìû ïðèøëè
ê ãèïîòåçå íåçàâèñèìîñòè.

Ïîñòðîèì òåïåðü òàáëèöó ñîïðÿæåííîñòè. Ñ ýòîé öåëüþ ïî
îáúåäèíåííîé âûáîðêå ïîñòðîèì ãðóïïû ∆1, ...,∆r (ñì. ïðåäû-
äóùèé ðàçäåë). Ïóñòü ψi, ϕi ñîîòâåòñòâåííî � êîëè÷åñòâà ýëå-
ìåíòîâ ïåðâîé è âòîðîé âûáîðîê, ïîïàâøèõ â i-þ ãðóïïó. Òà-
áëèöà ñîïðÿæåííîñòè èìååò âèä
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Ïðîâåðêà ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè
υ \ Z ∆1 ∆2 ... ∆r ñóììû ñòðîê
υ = 1 ψ1 ψ2 ... ψr n

υ = 2 ϕ1 ϕ2 ... ϕr m

ñóììû ñòîëáöîâ ν1 ν2 ... νr n+m

Çäåñü
r∑
i=1

ψi = n,
r∑
j=1

ϕj = m, ψi + ϕi = νi.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (19),

χ2 = (n+m)
(∑r

i=1
ψ2

i

nνi
+

∑r
j=1

ϕ2
i

mνj
− 1

)
=

= (n+m)
(∑r

i=1
1
νi

(
ψ2

i

n + ϕ2
i

m

)
− 1

)
, (20)

è èìååì χ2
(r−1)(2−1) = χ2

r−1 â êà÷åñòâå ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ χ2 ïî ôîðìóëå (20) îñòàåòñÿ,
êàê îáû÷íî, ñðàâíèòü åãî ñ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé χ2

r−1.

13 Ãèïîòåçû ðàâåíñòâà äèñïåðñèé è ñðåäíèõ

Ïóñòü X � âûáîðêà îáúåìà n èç N(a1, σ
2
1) , Y � îáúåìà m

èç N(a2, σ
2
2). Óñòàíîâèì ñíà÷àëà êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãè-

ïîòåçû σ1 = σ2. Îáîçíà÷èì îáùåå (íåèçâåñòíîå) çíà÷åíèå
äèñïåðñèé ÷åðåç σ2.

Èç òåîðåìû 6 è îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà ñëåäó-
åò, ÷òî åñëè ãèïîòåçà ñïðàâåäëèâà, òî

S =
S2
X

S2
Y

=
m(nS2

X/σ
2)

n(mS2
Y /σ

2)
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èìååò ðàñïðåäåëåíèå Fn−1,m−1. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ñòàí-
äàðòíû. Ïî òàáëèöå 5 F -ðàñïðåäåëåíèÿ íàõîäèì êðèòè÷åñêèå
òî÷êè f− è f+ óðîâíåé 1− ε

2 ,
ε
2 ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ðàññ÷è-

òàííàÿ ïî âûáîðêå âåëè÷èíà S ïîïàëà â èíòåðâàë (f−, f+), òî
ãèïîòåçà âåðíà íà óðîâíå 1− ε.

Ïðîâåðêó ãèïîòåçû a1 = a2 îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ ïðåä-
âàðèòåëüíîé ïðîâåðêîé ðàâåíñòâà äèñïåðñèé (ñì.[2]). Äåëî â
òîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî ýëåìåí-
òîâ âûáîðîê X, Y êðèòåðèÿ ïðîâåðêè ýòîé ãèïîòåçû, íå èñ-
ïîëüçóþùåãî ñîâïàäåíèÿ èõ äèñïåðñèé. Ïî ýòîìó ïîâîäó ñì.
[4, ñ. 192�194]. Íî òàì æå ïðèâåäåí ñëåäóþùèé ïðîñòî óñòðî-
åííûé íåñèììåòðè÷íûé êðèòåðèé, êîòîðûé ìîæíî ïðèìåíÿòü
áåç êàêèõ-ëèáî ïðåäâàðèòåëüíûõ ïðîâåðîê.

Ïóñòü n ≤ m. Ïîñòðîèì

ui = xi −
√
n

m
yi, i = 1, ..., n

è îïðåäåëèì

Ū =
1

n

n∑
i=1

ui; S2
U =

1

n

n∑
i=1

(ui − Ū)2.

Òîãäà, åñëè òîëüêî íàøà ãèïîòåçà èìååò ìåñòî, òî

T =
X̄ − Ȳ

SU

√
n− 1 |= Tn−1. (21)

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 1,

ui |= N

(
a(1−

√
n

m
), σ2

1 +
n

m
σ2

2

)
, i = 1, ..., n.

Îòñþäà ïî òåîðåìå 6,
S2
U

σ2
1/n + σ2

2/m
|= χ2

n−1.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî

X̄ − Ȳ |= N(0,
σ2

1

n
+
σ2

2

m
),

ïîýòîìó â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà,

T d=
N(0, 1)√

1
n−1χ

2
n−1

= Tn−1,

÷òî è óòâåðæäàëîñü.
Èòàê, ðàññ÷èòàâ T ïî ôîðìóëå (21) è ñðàâíèâ åãî ñ äâó-

ñòîðîííåé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé äëÿ Tn−1 ïî òàáëèöå 5, ìîæ-
íî ñäåëàòü âûâîä î ñîîòâåòñòâèè ãèïîòåçû ðàâåíñòâà ñðåäíèõ
îïûòíûì äàííûì.

14 Î ñòàòèñòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ ñ ïðèìåíåíè-

åì êîìïüþòåðà

Â ýòîì íåáîëüøîì ðàçäåëå ïðèâåäåí íåîáõîäèìûé ìèíèìóì
ñïðàâî÷íîãî ìàòåðèàëà, íåîáõîäèìîãî ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷å-
òîâ, îïèñàííûõ â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ â ïàêåòå Microsoft Ex-
cel. Êîíå÷íî æå, èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ïðèêëàäíûõ êîìïüþ-
òåðíûõ ïàêåòîâ, èçíà÷àëüíî îðèåíòèðîâàííûõ íà ñòàòèñòè÷å-
ñêèå ðàñ÷åòû: Statistica, SPSS, Stata, Origin è ìíîãèå äðóãèå.
Îíè î÷åíü óäîáíû, íî ïðåäîñòàâëÿþò ïî èñõîäíûì äàííûì
ñðàçó ãîòîâûé ðåçóëüòàò. Íàì æå íàäî ïîíÿòü, ïî÷åìó ýòîò
ðåçóëüòàò èìåííî òàêîâ, è êàê âñå ýòî ðàáîòàåò. Ïî ïåðå÷èñ-
ëåííûì ïðè÷èíàì èñïîëüçîâàíèå óïîìÿíóòûõ ïàêåòîâ ïðè âû-
ïîëíåíèè ðàñ÷åòíîãî çàäàíèÿ íå ïðèâåòñòâóåòñÿ.

Ñíà÷àëà ïðèâåäåì ïåðå÷åíü ñàìûõ ïðîñòûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ
ôóíêöèé áåç èçëèøíèõ ïîäðîáíîñòåé. Äîñòóï ê íèì ìîæíî
ïîëó÷èòü ÷åðåç ìåíþ "Âñòàâêà ôóíêöèè", "Ñòàòèñòè÷åñêèå".
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• ÑÐÇÍÀ× � âû÷èñëÿåò X â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ;

• ÄÈÑÏÐ, ÄÈÑÏ � ñîîòâåòñòâåííî, S2, n
n−1S

2. Èìåþùèåñÿ
òàì æå ôóíêöèè ÄÈÑÏÀ, ÄÈÑÏÐÀ ðàáîòàþò àíàëîãè÷íî
ïåðâûì äâóì, åñëè â ìàññèâå âàøèõ äàííûõ íåò ëîãè÷å-
ñêèõ ïåðåìåííûõ è òåêñòà;

• ÊÎÐÐÅË � âû÷èñëÿåò âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððå-
ëÿöèè;

Ñëåäóþùèå íåñêîëüêî ôóíêöèé ñâÿçàíû ñ âû÷èñëåíèåì êâàí-
òèëåé è êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ðàñïðåäåëåíèé. Îíè äîñòóïíû ÷å-
ðåç òå æå ðàçäåëû ìåíþ Excel, ÷òî è ïðåäûäóùèå.

• ÍÎÐÌÑÒÐÀÑÏ � âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå Φ(x);

• ÍÎÐÌÑÒÎÁÐ � ïî çàäàííîìó ε íàõîäèò êâàíòèëü ñòàí-
äàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óðîâíÿ ε;

• ÑÒÜÞÐÀÑÏÎÁÐ � ïî çàäàííîìó ε è ÷èñëó ñòåïåíåé ñâî-
áîäû íàõîäèò äâóñòîðîííþþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó ðàñïðå-
äåëåíèÿ Ñòüþäåíòà;

• ÕÈ2ÎÁÐ � íàõîäèò îäíîñòîðîííþþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó
çàäàííîãî óðîâíÿ (íå êâàíòèëü!) õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïî åãî ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû;

• FÐÀÑÏÎÁÐ � ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü îäíîñòîðîííþþ êðè-
òè÷åñêóþ òî÷êó ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà ïî çàäàâàåìîìó
óðîâíþ ("âåðîÿòíîñòü") è ïàðå ÷èñåë, çàäàþùèõ êîëè÷å-
ñòâà ñòåïåíåé ñâîáîäû ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ;

• ÃÀÌÌÀÎÁÐ � ñ ïîìîùüþ ýòîé ôóíêöèè ìîæíî íàõîäèòü
êðèòè÷åñêèå òî÷êè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèé.
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Êîíå÷íî æå, â ðàçäåëå "Ñòàòèñòè÷åñêèå ôóíêöèè"èìååòñÿ è
ìíîæåñòâî äðóãèõ ïîëåçíûõ ôóíêöèé. Äëÿ âû÷èñëåíèé æå
âåêòîðíûõ õàðàêòåðèñòèê, íàïðèìåð, êîâàðèàöèîííûõ è êîð-
ðåëÿöèîííûõ ìàòðèö, äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè çàëîæå-
íû â òàê íàçûâàåìîì "ïàêåòå àíàëèçà äàííûõ". Îí äîñòóïåí
÷åðåç ìåíþ "Ñåðâèñ", "Àíàëèç äàííûõ". Ýòîò ïàêåò íå óñòà-
íàâëèâàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè ïðè óñòàíîâêå Excel, íî äëÿ ïîëü-
çîâàíèÿ èì äèñòðèáóòèâ Microsoft Office íå òðåáóåòñÿ. Äîñòà-
òî÷íî â ìåíþ "Ñåðâèñ", "Íàäñòðîéêè"ïîñòàâèòü ãàëî÷êó íà-
ïðîòèâ ïóíêòà "Ïàêåò àíàëèçà", ïîñëå ÷åãî îí áóäåò ãîòîâ ê
ðàáîòå.
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