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¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª¨.
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��������
� â¥¬ â¨ç¥áª ï «®£¨ª  - à §¤¥« ¬ â¥¬ â¨ª¨, ¯®á¢ïé¥­­ë© ¨§ãç¥­¨î ¬ â¥¬ â¨-

ç¥áª¨å ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¨ ¢®¯à®á®¢ ®á­®¢ ­¨ï ¬ â¥¬ â¨ª¨. � â¥¬ â¨ç¥áª ï «®£¨ª 
áãé¥áâ¢ã¥â á á¥à¥¤¨­ë 19 ¢¥ª ,   ¨¬¥­­® á à ¡®â  ­£«¨©áª®£® ¬ â¥¬ â¨ª  �¦. �ã«ï
¯®  «£¥¡à ¨§ æ¨¨  à¨áâ®â¥«¥¢®© «®£¨ª¨. �® ¢â®à®© ¯®«®¢¨­¥ 19-®£® ¢¥ª  ãá¨«¨ï¬¨
â ª¨å ¢ë¤ îé¨åáï ¬ â¥¬ â¨ª®¢ ª ª �.� ­â®à, �¥¤¥ª¨­¤, �¥©èâà áá, �¥ ­® ¡ë-
«¨ á®§¤ ­ë: "­ ¨¢­ ï" â¥®à¨ï ¬­®¦¥áâ¢,  ªá¨®¬ â¨ª  �¥ ­® ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« ¨
 à¨ä¬¥â¨§ æ¨ï  ­ «¨§ . �®§¤ ­¨¥ â¥®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢ (¯® á«®¢ ¬ �.�¨«ì¡¥àâ  "à ï
¤«ï ¬ â¥¬ â¨ª®¢") ¯à¨¢¥«® ª ¯®ï¢«¥­¨î àï¤  ¯ à ¤®ªá®¢. � â¥¬ â¨ª¨ ¨ à ­ìè¥
áâ «ª¨¢ «¨áì á ­¥á®¢¥àè¥­áâ¢®¬ ¨­âã¨æ¨¨ ¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ¯®áâà®¥­¨ïå ¨ ¤®ª -
§ â¥«ìáâ¢ å. �à¨¬¥à ¬¨ ¬®£ãâ ï¢«ïâìáï áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ £¥®¬¥âà¨¨ �®¡ ç¥¢áª®£® ¨
­¥¯à¥àë¢­ëå äã­ªæ¨©, ­¥ ¨¬¥îé¨å ¯à®¨§¢®¤­®© ­¨ ¢ ®¤­®© â®çª¥ ­  ¯àï¬®©. � á-
á¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ ¯ à ¤®ªáë, ¢®§­¨ªè¨¥ ­  àã¡¥¦¥ 19-20 ¢¥ª®¢ ¨ ¯à¨¢¥¤è¨¥ ª
ªà¨§¨áã ®á­®¢ ­¨ï ¬ â¥¬ â¨ª¨:

1. � à ¤®ªá �.� ­â®à  (1899£.)
�á«¨ M - ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬­®¦¥áâ¢ ¨P (M) - ¬­®¦¥áâ¢® ¥£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢, â® �M <

P (M) ≤ �M. �à®â¨¢®à¥ç¨¥.
2. � à ¤®ªá �ãà «¨-�®àâ¨ ∗) (1897)
�­®¦¥áâ¢® B ¢á¥å âà ­áä¨­¨â­ëå ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­­ë¬ ¨ á«¥-

¤®¢ â¥«ì­® ¥¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ­¥ª®â®à®¥ ¯®àï¤ª®¢®¥ (âà ­áä¨­¨â­®¥) ç¨á«®β. �.ª.
β ∈ B, â® β < β. �à®â¨¢®à¥ç¨¥.

3. � à ¤®ªá � áá¥«  ∗∗) (1902)
�ãáâì T - ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬­®¦¥áâ¢, ª®â®àë¥ ­¥ á®¤¥à¦ â á ¬¨å á¥¡ï ¢ ª ç¥áâ¢¥

í«¥¬¥­â®¢. �á«¨ T ∈ T, â® T 6∈ T. �á«¨ T ∈ T, â® T 6∈ T. �à®â¨¢®à¥ç¨¥.
∗) �.�ãà «¨-�®àâ¨ (1861-1931) - ¨â «ìï­áª¨© ¬ â¥¬ â¨ª.
∗∗) �.� áá¥« (à®¤. 1872) -  ­£«¨©áª¨© ä¨«®á®ä.
4. � à ¤®ªá �¥àà¨ (1906).
�ãáâì a - ¬¨­¨¬ «ì­®¥ ç¨á«®, ª®â®à®¥ ­¥«ì§ï ®¯à¥¤¥«¨âì ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¬¥­¥¥ ç¥¬

¤¢ ¤æ â¨ á«®¢. � íâ®¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¬¥­ìè¥ ¤¢ ¤æ â¨ á«®¢ ¨ ®­® ®¯à¥¤¥«ï¥â ç¨á«®
a.

�â¨ ¯ à ¤®ªáë à®¤áâ¢¥­­ë à ­¥¥ ¨§¢¥áâ­ë¬ ¯ à ¤®ªá ¬  ) «¦¥æ  (­¥ªâ® áª § «
"� «£ã"; ¥á«¨ ®­ «¦¥â, â® £®¢®à¨â ¯à ¢¤ã ¨ ­ ®¡®à®â), ¡) ¯ à¨ª¬ å¥à  (®­ § ª«î-
ç ¥âáï ¢ â®¬, çâ® ¢ ¤¥à¥¢­¥ ¨¬¥¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ¯ à¨ª¬ å¥à, ª®â®àë© ¡à¥¥â â¥å
¨ â®«ìª® â¥å «î¤¥©, ª®â®àë¥ ­¥ ¡à¥îâáï á ¬¨. �¯à è¨¢ ¥âáï, ªâ® ¦¥ ¡ã¤¥â ¡à¨âì
¥£®?), ¢) "¤¨«¥¬¬  ªà®ª®¤¨« " (ªà®ª®¤¨« ®¡¥é « ®âæã ¢¥à­ãâì ãªà ¤¥­­®£® à¥¡¥­ª ,
¥á«¨ ®â¥æ ã£ ¤ ¥â ¢¥à­¥â ¥¬ã ªà®ª®¤¨« à¥¡¥­ª  ¨«¨ ­¥â. �â¥æ £®¢®à¨â ªà®ª®¤¨«ã,
çâ® â®â ­¥ ¢¥à­¥â ¥¬ã à¥¡¥­ª . �â® ¤®«¦¥­ á¤¥« âì ¯®á«¥ íâ®£® ªà®ª®¤¨«?).

�§¢¥áâ­ë© «®£¨ª �.�«¨­¨ ®â¬¥ç ¥â ¢ [3], [7], çâ® íâ¨ ¯ à ¤®ªáë ­¥ ¨¬¥îâ à¥è¥-
­¨©, á ª®â®àë¬¨ ¡ë ¢á¥ á®£« á¨«¨áì. � à ¤®ªáë ¯à¨¢¥«¨ ª ªà¨§¨áã â®© ¨­âã¨â¨¢­®©
«®£¨ª¨, ª®â®à®© ¯®«ì§®¢ «¨áì ¬ â¥¬ â¨ª¨ 19 ¢¥ª  ¢ ª ç¥áâ¢¥ ªà¨â¥à¨ï áâà®£®áâ¨
¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨ ¯®áâ ¢¨«¨ á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  ¢®¯à®á : 1) çâ® â ª®¥
¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£® ¯à¥¤«®¦¥­¨ï?, 2) ª ª®¢  ¯à¨à®¤  ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®©
¨áâ¨­ë.

�®­¥ç­®, ¯à¨ç¨­  ­¥ª®â®àëå ¯ à ¤®ªá®¢ § ª«îç¥­  ¢ ­¥áâà®£®¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¯®-
­ïâ¨ï "¬­®¦¥áâ¢®". �¥®¡å®¤¨¬® â ª®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥, ¯à¨ ª®â®à®¬ ­¥«ì§ï à áá¬ -
âà¨¢ âì, ­ ¯à¨¬¥à, ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬­®¦¥áâ¢. �«¥¤ãîé¨¥ âà¨ ®á­®¢­ëå ¯®¤å®¤ 
¯à¥á«¥¤®¢ «¨ æ¥«ì ¯à¥®¤®«¥­¨ï ªà¨§¨á  ¢ ®á­®¢ ­¨¨ ¬ â¥¬ â¨ª¨:

1) «®£¨áâ¨ç¥áª¨© ¯®¤å®¤ (�.� áá¥«).
� ¥£® ®á­®¢¥ «¥¦¨â â¥§¨á, çâ® ¬ â¥¬ â¨ª  - ç áâì «®£¨ª¨. �.¥. ¢á¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

¨ â¥®à¥¬ë ¬ â¥¬ â¨ª¨ - ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ â¥®à¥¬ë «®£¨ª¨.
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2) ¨­âã¨æ¨®­¨áâáª¨© ¯®¤å®¤ (�à ãíà, 1908 £.).
� ¥£® ®á­®¢¥ «¥¦ â âà¨ "­¥":
 ) ­¥«ì§ï ¯à¨¬¥­ïâì ª« áá¨ç¥áªãî «®£¨ªã ª ¡¥áª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢ ¬;
¡) ­¥«ì§ï à áá¬ âà¨¢ âì ¡¥áª®­¥ç­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  ª ª § ¢¥àè¥­­ë¥ ®¡ê¥ªâë (â.¥.

­¥¯à¨§­ ­¨¥ â.­. ¯à¨­æ¨¯   ªâã «ì­®© ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨);
¢) ­¥¯à ¢®¬¥à­® ¯à¨¬¥­ïâì § ª®­ ¨áª«îç¥­­®£® âà¥âì¥£® ª ¡¥áª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥-

áâ¢ ¬.*)
3)  ªá¨®¬ â¨ç¥áª¨© ¯®¤å®¤ (�.�¨«ì¡¥àâ).
�á¨«¨ï¬¨ ¬ â¥¬ â¨ª®¢ �¥à¬¥«® ¨ �à¥­ª¥«ï ¡ë«  ¯®áâà®¥­   ªá¨®¬ â¨ç¥áª ï

â¥®à¨ï ¬­®¦¥áâ¢, ï¢«ïîé ïáï äã­¤ ¬¥­â®¬ á®¢à¥¬¥­­®© ¬ â¥¬ â¨ª¨. � ­ áâ®ï-
é¥¥ ¢à¥¬ï  ªá¨®¬ â¨ç¥áª¨© ¯®¤å®¤ ¯®«ãç¨« è¨à®ª®¥ à á¯à®áâà ­¥­¨¥, ­ ¯à¨¬¥à, ¢
á®¢à¥¬¥­­®©  «£¥¡à¥, £¥®¬¥âà¨¨.

�¥«ì ¤ ­­®£® ªãàá  - ¨§«®¦¨âì ®á­®¢ë â¥®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢, ¤¨áªà¥â­®© ¬ â¥¬ â¨ª¨
¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª¨, ­ ãç¨âì áâã¤¥­â  ¯®«ì§®¢ âìáï á¨¬¢®«¨ª®© ¬ â¥¬ â¨ç¥-
áª®© «®£¨ª¨, ¢­¨ª­ãâì ¢ áãé­®áâì ¯®­ïâ¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ .

� ª ¦¤®© £« ¢¥ á¢®ï ­ã¬¥à æ¨ï â¥®à¥¬ ¨ ¯ à £à ä®¢.
*) ¯® íâ®¬ã ¯®¢®¤ã �.�¨«ì¡¥àâ ¯¨á «, çâ® "®â­ïâì ã ­ á § ª®­ ¨áª«îç¥­­®£®

âà¥âì¥£® - § ¯à¥â¨âì ¡®ªá¥àã ¯®«ì§®¢ âìáï ¯¥àç âª ¬¨" (á¬. [15], á.341).
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����� 1. ������ ��������.

�¤­¨¬ ¨§ á®§¤ â¥«¥© â¥®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢ ï¢«ï¥âáï ­¥¬¥æª¨© ¬ â¥¬ â¨ª �¥®à£ � ­-
â®à (1845-1918), ª®â®àë© ¢ 70-å £®¤ å ¯à®è«®£® áâ®«¥â¨ï à §à ¡®â « â¥®à¨î ¡¥áª®-
­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢ ¨ â¥®à¨î âà ­áä¨­¨â­ëå ç¨á¥«. � ç áâ­®áâ¨, ¨¬ ¤®ª § ­® ¢ 1874
£., çâ® áãé¥áâ¢ãîâ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¥ âà ­áæ¥­¤¥­â­ë¥ ç¨á« .

� ¤ ­­®© £« ¢¥ ¬ë ¯à¨¢¥¤¥¬ ®á­®¢­ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï, ®¡®§­ ç¥­¨ï ¨ á¢®©áâ¢  â.­.
­ ¨¢­®© â¥®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢. �®ª ¦¥¬ àï¤ ª« áá¨ç¥áª¨å â¥®à¥¬ ®¡ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨
¬­®¦¥áâ¢, ® âà ­áä¨­¨â­ëå ç¨á« å, ® à ¢­®á¨«ì­®áâ¨ â¥®à¥¬ë �¥à¬¥«®  ªá¨®¬¥
¢ë¡®à .

§1. �­®¦¥áâ¢  ¨ ®¯¥à æ¨¨ ­ ¤ ­¨¬¨.

�®¢®ªã¯­®áâì ¯à¥¤¬¥â®¢ ¨«¨ ¯®­ïâ¨©, ®¡ê¥¤¨­¥­­ëå ®¡é¨¬ á¢®©áâ¢®¬, ­ §ë-
¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬,   ¯à¥¤¬¥âë, ¢å®¤ïé¨¥ ¢ á®áâ ¢ íâ®£® ¬­®¦¥áâ¢ , ­ §ë¢ îâáï
¥£® í«¥¬¥­â ¬¨. �­®¦¥áâ¢  ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ¯à®¯¨á­ë¬¨ ¡ãª¢ ¬¨,   í«¥¬¥­-
âë ¬ «ë¬¨ ¡ãª¢ ¬¨ « â¨­áª®£® ¨«¨ £à¥ç¥áª®£®  «ä ¢¨â®¢. �á«¨ í«¥¬¥­â x (­¥)
¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¬­®¦¥áâ¢ã A, â® ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì á«¥¤ãîéãî § ¯¨áì x ∈ A (á®®â-
¢¥âáâ¢¥­­®, x /∈ A). �¢  ¬­®¦¥áâ¢  ­ §ë¢ îâáï à ¢­ë¬¨, ¥á«¨ ®­¨ á®áâ®ïâ ¨§ ®¤­¨å
¨ â¥å ¦¥ í«¥¬¥­â®¢. �â¬¥â¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ á¯®á®¡ë § ¤ ­¨ï ¬­®¦¥áâ¢: 1) ¯®«­®£®
¯¥à¥ç¨á«¥­¨ï ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ (íâ®â á¯®á®¡ ¢®§¬®¦¥­, ®ç¥¢¨¤­®, â®«ìª® ¤«ï ª®­¥ç-
­ëå ¬­®¦¥áâ¢); 2) ¥á«¨ P - ­¥ª®â®à®¥ á¢®©áâ¢® ¯à¥¤¬¥â®¢, â® {x; P (x)} -¬­®¦¥áâ¢®
í«¥¬¥­â®¢ x, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å á¢®©áâ¢ã P.

� ¯à¨¬¥à, {−2, 0, 2, 4, 6} = {x ∈ Z; x- ç¥â­®¥ ç¨á«®, −3 < x < 7}. � «¥¢®© ç áâ¨
¯¥à¥ç¨á«¥­ë ¢á¥ í«¥¬¥­âë ­ è¥£® ¬­®¦¥áâ¢ ,   ¯à ¢ ï ç áâì ¢ë¤¥«ï¥â ¨§ ¬­®¦¥-
áâ¢  ¢á¥å æ¥«ëå ç¨á¥« ç¥â­ë¥ ç¨á« , ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ ¨­â¥à¢ «ã (-3,7). �­®¦¥áâ¢®
­¥ á®¤¥à¦ é¥¥ í«¥¬¥­â®¢, ­ §®¢¥¬ ¯ãáâë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¨ ®¡®§­ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ �.
�¨ªá¨àã¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï: N= {0, 1, 2, . . .}- ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ­ âãà «ì­ëå
ç¨á¥«, N+ = {1, 2, 3, . . .}, Z= {0,±1,±2,±3, . . .} - ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å æ¥«ëå ç¨á¥«, Q-
¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å à æ¨®­ «ì­ëå ç¨á¥«,R -¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« ¨C-
¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥«.

�­®¦¥áâ¢® A ­ §ë¢ ¥âáï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢  B, ¥á«¨ ª ¦¤ë© í«¥¬¥­â A
ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥­â®¬B (¢ § ¯¨á¨, A ⊆ B). �á­®, çâ® N+ ⊆ N ⊆ Z⊆Q⊆R⊆C ¨ «î¡®¥
¬­®¦¥áâ¢® A á®¤¥à¦¨â � (ª ª ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®). �á­®, çâ® ®â­®è¥­¨¥ ¢ª«îç¥­¨ï⊆
¬¥¦¤ã ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ âà¥¬ á¢®©áâ¢ ¬:

1)A ⊆ A( à¥ä«¥ªá¨¢­®áâì);
2) ¥á«¨A ⊆ B ¨B ⊆ A, â®A = B(  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­®áâì);
3) ¥á«¨A ⊆ B ¨B ⊆ C, â®A ⊆ C( âà ­§¨â¨¢­®áâì).
�¯à¥¤¥«¥­¨¥.
 ) ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢ A ¨B( ¢ § ¯¨á¨ , A

⋃
B) ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® {x|x ∈

A ¨«¨ x ∈ B};
¡) ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬ ¬­®¦¥áâ¢ A ¨B( ¢ § ¯¨á¨, A

⋂
B) ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® {x|x ∈

A ¨ x ∈ B};
¢) à §­®áâìî ¬­®¦¥áâ¢ A ¨ B (¢ § ¯¨á¨, A \ B) ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® {x|x ∈

A, x /∈ B}. �á«¨ B ⊆ A, â® à §­®áâì A\B ®¡®§­ ç ¥âáï B′ ¨ ­ §ë¢ ¥âáï ¤®¯®«­¥­¨¥¬
B ¢ A.

�à¨¢¥¤¥¬ ®á­®¢­ë¥ á¢®©áâ¢  ãª § ­­ëå ®¯¥à æ¨© ­  ¬­®¦¥áâ¢ å, áç¨â ï, ¯à¨
íâ®¬, çâ® ä¨ªá¨à®¢ ­® ­¥ª®â®à®¥ ¬­®¦¥áâ¢®X,   à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ¬­®¦¥áâ¢ A,B, . . .
ï¢«ïîâáï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ X, â.¥. í«¥¬¥­â ¬¨ á®¢®ªã¯­®áâ¨ P (X) ¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢
¬­®¦¥áâ¢  X. �â ª, ­  á®¢®ªã¯­®áâ¨ P (X) ¨¬¥¥âáï âà¨ ®¯¥à æ¨¨: ⋃

,
⋂

,′ .
�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 1. �«ï «î¡ëå A,B, C ∈ P (X) á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥­áâ¢ :
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1) A ∪ A = A,A ∩ A = A (¨¤¥¬¯®â¥­â­®áâì ®¯¥à æ¨©);
2) A ∪B = B ∪ A,A ∩B = B ∩ A (ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâì);
3) (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C), (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) ( áá®æ¨ â¨¢­®áâì);
4) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C), A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) á¢®©áâ¢ 

¤¨áâà¨¡ãâ¨¢­®áâ¨;
5) (A′)′ = A,
6) (A ∪B)′ = A′ ∩B′, (A ∩B)′ = A′ ∪B′ -â®¦¤¥áâ¢  ¤¥ �®à£ ­ .
�®ª ¦¥¬, ­ ¯à¨¬¥à, à ¢¥­áâ¢®A∪(B∩C) = (A∪B)∩(A∪C). �ãáâì x ∈ A∪(B∩C).

�á«¨ x ∈ A, â® x ∈ A ∪ B ¨ x ∈ A ∪ C. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, x ∈ (A ∩ B) ∩ (A ∪ C).
�á«¨ ¦¥ x ∈ B ∩ C, â® x ∈ B ¨ x ∈ C. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, x ∈ A ∪ B ¨ x ∈ A ∪ C.
�®íâ®¬ã x á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨, â.¥. «¥¢ ï ç áâì ­ è¥£® (¨áª®¬®£®) à ¢¥­áâ¢ 
á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨. �®ª ¦¥¬ ®¡à â­®¥ ¢ª«îç¥­¨¥. �ãáâìy ∈ (A∪B)∩ (A∪
C). �á«¨ y ∈ A, â® y ∈ A ∪ (B ∩ C). �á«¨ y /∈ A, â® y ∈ B ¨ y ∈ C. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
y ∈ B ∩ C ⊆ A ∪ (B ∩ C). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à ¢ ï ç áâì á®¤¥à¦¨âáï ¢ «¥¢®©. �.¥.
A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C). �­®¦¥áâ¢® < P (X);∩,∪,′ > ­ §ë¢ ¥âáï  «£¥¡à®©
�ã«ï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬­®¦¥áâ¢  X.

�¯à ¦­¥­¨ï.
1. �ë¯¨á âì ¢á¥ í«¥¬¥­âë P (P (�))).
2. �®ª § âì, çâ® P (A ∪B) ⊇ P (A) ∪ P (B), P (A ∩B) ⊆ P (A) ∩ P (B).
3. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ |X| -ç¨á«® í«¥¬¥­â®¢ ª®­¥ç­®£® ¬­®¦¥áâ¢ X. �ãáâì A1, . . . , An

-ª®­¥ç­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢ . �®ª § âì, çâ® |A1∪ . . .∪An| =
n∑

i=1
|Ai|−∑

i<j
|Ai∩Aj|+ ∑

i<j<k
|Ai∩

Aj ∩ Ak| − . . . + (−1)n−1|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An|.
�ª § ­¨¥. �®á¯®«ì§®¢ âìáï ¬¥â®¤®¬ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨­¤ãªæ¨¨.
4. �ë¢¥áâ¨ ¨§ ã¯à ¦­¥­¨ï 3 á«¥¤ãîé¥¥ à ¢¥­áâ¢®

ϕ(n) = n ·∏
p|n

(1− 1/p),

£¤¥ ϕ(n)-ç¨á«® ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« ¢ á¥£¬¥­â¥ [1, n], ¢§ ¨¬­® ¯à®áâëå á n (â.­. äã­ª-
æ¨ï �©«¥à ).

§2. �â­®è¥­¨ï ¨ äã­ªæ¨¨.

�ãáâì A1, A2, . . . , An - ¬­®¦¥áâ¢ . �­®¦¥áâ¢®

A = A1 × A2 × . . .× An = {(a1, a2, . . . , an); ai ∈ Ai, i ≤ n},
á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ã¯®àï¤®ç¥­­ëå n-®ª (a1, . . . , an), £¤¥ ai ∈ Ai, i = 1, . . . , n, ­ §ë¢ ¥âáï
¤¥ª àâ®¢ë¬ (¯àï¬ë¬) ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¬­®¦¥áâ¢A1, . . . , An.

�à¨¬¥à. R × R={(x, y); x ∈ R, y ∈ R}- ¬­®¦¥áâ¢® ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯ à ¤¥©áâ¢¨-
â¥«ì­ëå ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï ¬®¤¥«ìî �¢ª«¨¤®¢®© ¯«®áª®áâ¨.

�á«¨ A1 = A2 = . . . = An = B, â® ¬­®¦¥áâ¢® A = A1 × . . . × An = B × . . .×B︸ ︷︷ ︸
n

­ §ë¢ ¥âáï n-®© ¤¥ª àâ®¢®© áâ¥¯¥­ìî ¬­®¦¥áâ¢  B ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï Bn.
�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �áïª®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® R ⊆ Bn ­ §ë¢ ¥âáï n- à­ë¬ ®â­®è¥­¨-

¥¬, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬ ­  ¬­®¦¥áâ¢  B. �à¨ n = 1, 2, 3 n- à­®¥ ®â­®è¥­¨¥ ­ §ë¢ ¥âáï
á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ã­ à­ë¬, ¡¨­ à­ë¬, â¥à­ à­ë¬.

�®¢®àïâ, çâ® í«¥¬¥­âë b1, . . . , bn ∈ B ­ å®¤ïâáï ¢ ®â­®è¥­¨¨ R, ¥á«¨ (b1, . . . , bn) ∈
R.

�ãáâì, ¤ «¥¥, R- ¡¨­ à­®¥ ®â­®è¥­¨¥ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ B. �á«¨ (x, y) ∈ R, â® ¡ã¤¥¬
¯¨á âì xRy. � ¤ «ì­¥©è¥¬ ¬ë ¢áâà¥â¨¬áï á ¡¨­ à­ë¬¨ ®â­®è¥­¨ï¬¨, ã¤®¢«¥â¢®àï-
îé¨¬¨ ­¥ª®â®àë¬ ¨§ á«¥¤ãîé¨å á¢®©áâ¢:
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�¥ä«¥ªá¨¢­®áâì: ∀a ∈ B, aRa;
�¨¬¬¥âà¨ç­®áâì: ∀a, b ∈ B, ¥á«¨ aRb, â® bRa;
�­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­®áâì: ∀a, b ∈ B, ¥á«¨ aRb ¨ bRa, â® a = b;
�à ­§¨â¨¢­®áâì: ∀a, b, c ∈ R, ¥á«¨ aRb, bRc, â® aRc.
�à¨¬¥à 1. �ãáâì B = Z ¨ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® R ⊆ Z×Z á®áâ®¨â ¨§ ¯ à (x, y) â ª¨å,

çâ® 7/(x−y). �®£¤  ¡¨­ à­®¥ ®â­®è¥­¨¥R ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á¢®©áâ¢ ¬ à¥ä«¥ªá¨¢­®áâ¨,
âà ­§¨â¨¢­®áâ¨ ¨ á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨.

�à¨¬¥à 2. �ãáâì B = Q. �¯à¥¤¥«¨¬ ¡¨­ à­®¥ ®â­®è¥­¨¥ R ­  Q ¯® ¯à ¢¨«ã:
xRy ⇔ x ≤ y. �®£¤ , «¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® R ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á¢®©áâ¢ ¬ à¥ä«¥ªá¨¢­®áâ¨,
 ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç¥®áâ¨ ¨ âà ­§¨â¨¢­®áâ¨.

�à¨¬¥à 3. �ãáâì B = N. �¯à¥¤¥«¨¬ ¡¨­ à­®¥ ®â­®è¥­¨¥ R ­  N ¯® ¯à ¢¨«ã:
(x, y) ∈ N ⇔ x/y. �á­®, çâ® R ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á¢®©áâ¢ ¬ à¥ä«¥ªá¨¢­®áâ¨, âà ­§¨â¨¢-
­®áâ¨ ¨  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �¨­ à­®¥ ®â­®è¥­¨¥ R ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ B ­ §ë¢ ¥âáï ®â­®è¥­¨¥¬
íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ (¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ¨­®£¤  á¨¬¢®« ¬¨∼,≡), ¥á«¨ ®­® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
á¢®©áâ¢ ¬ à¥ä«¥ªá¨¢­®áâ¨, á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨ ¨ âà ­§¨â¨¢­®áâ¨. � ¯à¨¬¥à, ¡¨­ à­®¥
®â­®è¥­¨¥ ¨§ ¯à¨¬¥à  1 ï¢«ï¥âáï ®â­®è¥­¨¥¬ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨.

�ãáâì R-®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ­  B ¨ a ∈ B. �®«®¦¨¬ �a = {x ∈ B | xRa}
¨ ­ §®¢¥¬ íâ® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ª« áá®¬ í«¥¬¥­â a. �á­®, çâ® a ∈ �a. �®íâ®¬ã B = ⋃

a∈B
�a.

�á«¨ c ∈ �a ∩ �b, â® cRa, bRc. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢¢¨¤ã âà ­§¨â¨¢­®áâ¨, aRb. �.¥. a ∈ �b.
�á«¨ y ∈ �a, â® yRa, aRb. �âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® yRb ¨ y ∈ �b. �â ª, �a ⊆ �b. �­ «®£¨ç-
­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® �b ⊆ �a. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¥á«¨ ª« ááë �a,�b ¯¥à¥á¥ª îâáï, â® ®­¨
á®¢¯ ¤ îâ,   ¢á¥ ¬­®¦¥áâ¢® B ï¢«ï¥âáï ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ª« áá®¢.

�¡à â­®, ¥á«¨ ¤ ­® à §¡¨¥­¨¥ B ¢ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ª ª¨å-«¨¡® ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï
ª« áá®¢, â® ¯®«®¦¨¬ (∀a, b ∈ B); a ∼ b ⇔ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  a ¨ b ¯à¨­ ¤-
«¥¦ â ª ®¤­®¬ã ª« ááã à §¡¨¥­¨ï.

�á­®, çâ® "∼"- ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨. �à¨ íâ®¬, à §¡¨¥­¨¥B ¢ ®¡ê¥¤¨­¥-
­¨¥ ª« áá®¢ í«¥¬¥­â®¢ �a(a ∈ B) ¯à¨¢®¤¨â ª ¨áå®¤­®¬ã à §¡¨¥­¨î. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
¬ë ¯®«ãç¨«¨ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã ®â­®è¥­¨ï¬¨ íª¢¨¢ «¥­â­®-
áâ¨ ­  B ¨ à §¡¨¥­¨ï¬¨ ¥£® ­  ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ª« ááë.

�¨ªá¨àã¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨¥. �á«¨ "∼"- ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ­  B, â® ®¡®§­ -
ç¨¬ ç¥à¥§ �B = B/ ∼ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥­â­ëå í«¥¬¥­â®¢ (­ §ë¢ ¥¬®¥
ä ªâ®à-¬­®¦¥áâ¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢  B ¯® ®â­®è¥­¨î íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ "∼").

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. f : X → Y - äã­ªæ¨ï, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ­  ¬­®¦¥áâ¢¥X á® §­ ç¥­¨-
ï¬¨ ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ Y, ¥á«¨

1. f ⊆ X × Y ;
2. ∀x ∈ X∃y ∈ Y â ª®©, çâ® (x, y) ∈ f ;
3. ¥á«¨ (x, y1) ∈ f, (x, y2) ∈ f, â® y1 = y2.
�á«¨ (x, y) ∈ f, â® ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì, çâ® y = f(x). �ã­ªæ¨ï f : X → Y ­ §ë¢ ¥âáï:
1) áîàê¥ªâ¨¢­®©, ¥á«¨ ∀y ∈ Y ∃x ∈ X, â ª®©, çâ® (x, y) ∈ f ;
2) ¨­ê¥ªâ¨¢­®©, ¥á«¨ ¨§ â®£®, çâ® (x1, y) ∈ f, (x2, y) ∈ f á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢® x1 = x2;
3)¡¨¥ªâ¨¢­®© (¨«¨ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬), ¥á«¨f ï¢«ï¥âáï ®¤­®-

¢à¥¬¥­­® áîàê¥ªâ¨¢­®© ¨ ¨­ê¥ªâ¨¢­®©
�à¨¬¥à 4. �ãáâì R+ = {x ∈ R/x > 0}. �®«®¦¨¬ f : R+ → R+ ¯® ¯à ¢¨«ã f(x) =

x2, x ∈ R+. �á­®, çâ® f - ¡¨¥ªâ¨¢­ ï äã­ªæ¨ï.
�à¨¬¥à 5. �á«¨ "∼"- ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥B, â® áãé¥áâ¢ã-

¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ áîàê¥ªâ¨¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ π : B → �B, £¤¥ �B = B/∼, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥
¯® ¯à ¢¨«ã: ∀a ∈ B, π(a) = �a.

�¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨ï. �á«¨ f : X → Y - äã­ªæ¨ï, â® ¤«ï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ A ⊆
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X, B ⊆ Y ¯®«®¦¨¬ f(A) = {f(x) ∈ Y, x ∈ A}( ®¡à § A), f−1(B) = {x ∈ X/f(x) ∈
B}( ¯à®®¡à § B).

�á«¨ ¤ ­ë äã­ªæ¨¨ f : X → Y, g : Y → Z, â® ®¯à¥¤¥«¨¬ ­®¢ãî äã­ªæ¨î

(g ◦ f) : X → Z

¯® ¯à ¢¨«ã: ∀x ∈ X, (g ◦ f)(x) = g(f(x)). �ã­ªæ¨ï g ◦ f ­ §ë¢ ¥âáï ª®¬¯®§¨æ¨¥©
äã­ªæ¨© f ¨ g.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 2. �®¬¯®§¨æ¨ï äã­ªæ¨© ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á¢®©áâ¢ã  áá®æ¨ â¨¢­®-
áâ¨, â.¥. ¥á«¨ ¤ ­ë âà¨ äã­ªæ¨¨ f : X → Y, g : Y → Z, h : Z → W, â® h ◦ (g ◦ f) =
(h ◦ g) ◦ f.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¬¥â¨¬, çâ® ¤¢¥ äã­ªæ¨¨ á®¢¯ ¤ îâ, ¥á«¨ ®­¨ ®¤¨­ ª®¢®
¤¥©áâ¢ãîâ ­  ª ¦¤ë© í«¥¬¥­âa ∈ X. �¬¥¥¬ (h◦(g◦f))(a) = h((g◦f)a) = h(g(f(a))) =
(h ◦ g)(f(a)) = ((h ◦ g) ◦ f)(a). �â® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 3. �ãáâì ¤ ­  äã­ªæ¨ï f : X → Y. �®£¤  ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ X
áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨γ, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ áîàê¥ªâ¨¢­®¥ ®â®-
¡à ¦¥­¨¥ π : X → X/γ ¨ ¨­ê¥ªâ¨¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ g : X/γ → Y â ª¨¥, çâ® g ◦ π = f.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì aγb ⇔ f(a) = f(b). �®£¤  γ- ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®-
áâ¨. �ãáâì π : X → X/γ - ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ â ª®¥, çâ®π(a) = �a, ∀a ∈ X. � á-
á¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥g : X/γ → Y, g(�a) = f(a), ∀�a ∈ X/γ. �á«¨ �a = �b, â® aγb ¨ f(a) =
f(b). �.¥. g(�a) = g(�b). �á­®, çâ® g ◦ π = f. �®ª ¦¥¬ ¨­ê¥ªâ¨¢­®áâì ®â®¡à ¦¥­¨ï
g. �®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢­®¥, â.¥. ¤«ï ­¥ª®â®àëå í«¥¬¥­â®¢ �a,�b ∈ X/γ, �a 6= �b, g(�a) =
g(�b). �®£¤  f(a) = f(b) ¨ aγb. �.¥. �a = �b. �à®â¨¢®à¥ç¨¥. �â¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®ª § ­®.

�«ï ­¥ª®â®àëå ª®­ªà¥â­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ (£àã¯¯, ª®«¥æ) ¤ ­­®¥ ãâ¢¥à-
¦¤¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï ®¤­®© ¨§ â.­. â¥®à¥¬ ® £®¬®¬®àä¨§¬ å.

§3. � áâ¨ç­® ã¯®àï¤®ç¥­­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢ .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �¨­ à­®¥ ®â­®è¥­¨¥ R ⊆ A×A ­ §ë¢ ¥âáï ®â­®è¥­¨¥¬ ç áâ¨ç-
­®£® ¯®àï¤ª  ­  A, ¥á«¨ ®­® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ à¥ä«¥ªá¨¢­®áâ¨, âà ­§¨â¨¢­®-
áâ¨ ¨  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨.

� áâ® ®â­®è¥­¨¥ ç áâ¨ç­®£® ¯®àï¤ª  ®¡®§­ ç îâ á¨¬¢®«®¬≤,   ¬­®¦¥áâ¢® á
ç áâ¨ç­ë¬ ¯®àï¤ª®¬ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ç áâ¨ç­® ã¯®àï¤®ç¥­­ë¬ (¨«¨ ç.ã.¬.).

�à¨¬¥àë: 1) < Z,≤>,< Q,≤>,< R,≤>, £¤¥ ≤ -®¡ëç­®¥ ®â­®è¥­¨¥ ¯®àï¤ª ;
2) < R×R,≤>, £¤¥ (α, β) ≤ (γ, δ), ¥á«¨ α < γ ¨«¨ α = γ, β ≤ δ; 3) < N,≤>, £¤¥ a ≤
b ⇔ a ¤¥«¨â b; 4) < P (A),⊆>, £¤¥ P (A)- ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ A,⊆ -á¨¬¢®«
¢ª«îç¥­¨ï ®¤­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¢ ¤àã£®¥.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. 1) �.ã.¬. ­ §ë¢ ¥âáï «¨­¥©­® ã¯®àï¤®ç¥­­ë¬ ¨«¨ æ¥¯ìî, ¥á«¨
∀x, y ∈ A «¨¡® x ≤ y, «¨¡® y ≤ x; 2) �«¥¬¥­â a ç.ã.¬. A ­ §ë¢ ¥âáï ¬¨­¨¬ «ì­ë¬
(¬ ªá¨¬ «ì­ë¬), ¥á«¨ ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥­â  b ∈ A â ª®£®, çâ® b < a(a < b); 3)
�«¥¬¥­â a ç.ã.¬. A ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥àå­¥© £à ­ìî ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  B ⊆ A, ¥á«¨ ∀b ∈
B, b ≤ a; 4) �¨­¥©­® ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® M ­ §ë¢ ¥âáï ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­-
­ë¬, ¥á«¨ ª ¦¤®¥ ¥£® ­¥¯ãáâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® á®¤¥à¦¨â ¬¨­¨¬ «ì­ë© í«¥¬¥­â; 5)
�ãáâì B- ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  A.B ­ §ë¢ ¥âáï ®âà¥§-
ª®¬ A, ¥á«¨ ∀b ∈ B, ∀a ∈ A

(a ≤ b) ⇒ a ∈ B.

� ¬¥ç ­¨¥. �á«¨ B- ®âà¥§®ª ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢ A ¨ a- ¬¨­¨¬ «ì-
­ë© í«¥¬¥­â A \ B, â® B = {x ∈ A; x < a}. �¥«ì ¤ ­­®£® ¯ à £à ä  -¤®ª § âì
íª¢¨¢ «¥­â­®áâì á«¥¤ãîé¨å âà¥å ãâ¢¥à¦¤¥­¨©.
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�ªá¨®¬  ¢ë¡®à . �á«¨ ¤ ­® ¬­®¦¥áâ¢® M, â® áãé¥áâ¢ã¥â äã­ªæ¨ï ϕ, á®¯®-
áâ ¢«ïîé ï ª ¦¤®¬ã ­¥¯ãáâ®¬ã ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ãA ⊆ M ®¤¨­ ®¯à¥¤¥«¥­­ë© í«¥¬¥­â
ϕ(A) ∈ A.

�¥®à¥¬  �¥à¬¥«®. �áïª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¬®¦­® ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¨âì.
�¥¬¬  �®à­ . �á«¨ ¢áïª ï æ¥¯ì ç.ã.¬. M ®¡« ¤ ¥â ¢¥àå­¥© £à ­ìî, â® ¢áïª¨©

í«¥¬¥­â ¬­®¦¥áâ¢  M á®¤¥à¦¨âáï ¢ ­¥ª®â®à®¬ ¬ ªá¨¬ «ì­®¬ í«¥¬¥­â¥.
�®ª § â¥«ìáâ¢® ¡ã¤¥â ¯à®¢¥¤¥­® ¢ á«¥¤ãîé¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨:AB ⇒ �� ⇒

�� ⇒ AB.
�®ª ¦¥¬, çâ® �� ⇒ ��.
�ãáâì ¤ ­® ¬­®¦¥áâ¢®M ¨ ϕ- äã­ªæ¨ï, á®¯®áâ ¢«ïîé ï ª ¦¤®¬ã ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ã

¨§ M ®¤¨­ ®¯à¥¤¥«¥­­ë© í«¥¬¥­â ¥£®. �¥¯ãáâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® A ⊆ M ­ §®¢¥¬
®â¬¥ç¥­­ë¬, ¥á«¨ ®­® ¬®¦¥â ¡ëâì ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­® â ª, çâ®∀a ∈ A a = ϕ(M \
A′), £¤¥ A′ = {x ∈ A/x < a}.

� ¯à¨¬¥à, A = {ϕ(M)}- ®â¬¥ç¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, â.ª. A′ = {x ∈ A|x < ϕ(M)} = �.
�á«¨ A1- ®â¬¥ç¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¨ a1 -¥£® ¬¨­¨¬ «ì­ë© í«¥¬¥­â, â® a1 = ϕ(M \�) =
ϕ(M). �.¥. ¢á¥ ®â¬¥ç¥­­ë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  á®¤¥à¦ âϕ(M) ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯¥à¢®£® í«¥¬¥­-
â . �á«¨ A,B - ®â¬¥ç¥­­ë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  M ¨ C -®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¢á¥å á®¢¯ ¤ îé¨å
®âà¥§ª®¢ A,B, â® C «¨¡® à ¢¥­ ®¤­®¬ã ¨§ ¬­®¦¥áâ¢ A,B, «¨¡® ï¢«ï¥âáï ®âà¥§ª®¬
¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ­¨å. �ãáâì C = {x ∈ A; x < a} ¨ C = {y ∈ B; y < b}. �®£¤  ¯®
®¯à¥¤¥«¥­¨î ®â¬¥ç¥­­ëå ¬­®¦¥áâ¢ a = ϕ(M \ C) = b. �­®¦¥áâ¢® C

⋃{ϕ(M \ C)}
â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ®âà¥§ª®¬ áâà®£® ¡®«ìè¨¬ C. �à®â¨¢®à¥ç¨¥. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ­ ¯à¨-
¬¥à, < A,≤>⊆< B,≤> . �ãáâì L- ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¢á¥å ®â¬¥ç¥­­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¨§M.
�á­®, çâ® L- â ª¦¥ ®â¬¥ç¥­­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®. �á«¨ ¡ëL 6= M, â® ¯®« £ ï ϕ(M \L)
¡®«ìè¥ ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ ¨§ L, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ®â¬¥ç¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® L ∪ ϕ(M \ L) áâà®-
£® ¡®«ìè¥¥, ç¥¬ L. �à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥â, çâ® L = M. �®ª ¦¥¬ ¤ «¥¥, çâ® ��
⇒ ��. �ãáâì < M,≤>- ç.ã.¬. ¨ a ∈ M. �®ª ¦¥¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¬ ªá¨¬ «ì­ë©
í«¥¬¥­â c ∈ M â ª®©, çâ® a ≤ c (¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® ª ¦¤ ï æ¥¯ì ¢ M ¨¬¥¥â ¢¥àå-
­îî £à ­ì). � áá¬®âà¨¬ M \ {a} = A. �£® ¬®¦­® ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¨âì < A,≤1> .
�® ¨­¤ãªæ¨¨ à §®¡ì¥¬ A ­  ¤¢  ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  A = A′ ∪ A′′. �ãáâì a1- ¯¥à¢ë© í«¥-
¬¥­â ¢ A. �â­¥á¥¬ ¥£® ª A′, ¥á«¨ a ≤ a1 ¨«¨ a1 ≤ a. �á«¨ a1 ­¥ áà ¢­¨¬ á a ¢ M,
â® ®â­¥á¥¬ ¥£® ª A′′. �ãáâì b- ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â ¢ A ¨ ¢á¥ ¥¬ã ¯à¥¤è¥áâ¢ãî-
é¨¥ (®â­®á¨â¥«ì­® ã¯®àï¤®ç¥­­®áâ¨ ≤1) ®â­¥á¥­ë «¨¡® ª A′, «¨¡® ª A′′. �â­¥á¥¬
b ª A′, ¥á«¨ b áà ¢­¨¬ á a ¨ á® ¢á¥¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨, à ­¥¥ ®â­¥á¥­­ë¬¨ ª A′. �­ ç¥
b ∈ A′′. �® ¯®áâà®¥­¨î A′ ∪ {a} -æ¥¯ì. �ãáâì c- ¢¥àå­ïï £à ­ì íâ®© æ¥¯¨. �á«¨ c-
­¥¬ ªá¨¬ «ì­ë© í«¥¬¥­â M, â® c < d ¨ d ∈ A′′. �«ï í«¥¬¥­â  d áãé¥áâ¢ã¥â ­¥áà ¢-
­¨¬ë© í«¥¬¥­â ¢ A′ ∪ {a}. �à®â¨¢®à¥ç¨¥. �®ª ¦¥¬, ­ ª®­¥æ, çâ® ��⇒ ��

�ãáâì M - ­¥¯ãáâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢®. � áá¬®âà¨¬ á¥¬¥©áâ¢  ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ {Nα; Nα ⊆
M}, ¤«ï ª®â®àëå ®¯à¥¤¥«¥­  äã­ªæ¨ï ϕ(Nα) ∈ Nα. �ãáâì ϕ, ψ - ¤¢¥ â ª¨¥ äã­ªæ¨¨,
®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ­  á¥¬¥©áâ¢ å{Nα}, {Nβ}. �®«®¦¨¬ ϕ ≤ ψ, ¥á«¨ {Nα} ⊆ {Nβ} ¨ ϕ(Nα) =
ψ(Nβ).

�¥¬ á ¬ë¬ ¬ë ®¯à¥¤¥«¨¬ ç áâ¨ç­ë© ¯®àï¤®ª ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ â ª¨å äã­ªæ¨©<
F,≤> . �á«¨ ϕ1 ≤ ϕ2 ≤ . . .- æ¥¯ì ¢ F ¨ ϕi á®®â¢¥âá¢ã¥â á¨áâ¥¬  ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ {Niαi

}
¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì äã­ªæ¨î ϕ, á®¢¯ ¤ îéãî á ϕi ­  Niαi

. �á­®, çâ® ϕ -¢¥àå­ïï
£à ­ì æ¥¯¨ ϕ1 ≤ ϕ2 ≤ . . . . �® «¥¬¬¥ �®à­  F á®¤¥à¦¨â ¬ ªá¨¬ «ì­ë© í«¥¬¥­â
τ á á®®â¢¥âá¢ãîé¥© á¨áâ¥¬®© ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ {Mα}. �á«¨ {Mα} 6= P (M) \ � ¨ C ∈
P (M) \ Mα, â® ¯®«®¦¨¬ τ1(Mα) = τ(Mα), τ1(C)- ­¥ª®â®àë© í«¥¬¥­â ¨§ C. �®£¤ 
τ < τ1. �à®â¨¢®à¥ç¨¥.

§4. �ª¢¨¢ «¥­â­®áâì ¬­®¦¥áâ¢
� ¯®¬­¨¬, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ f : A → B ¬­®¦¥áâ¢  A ¢ ¬­®¦¥áâ¢® B ­ §ë¢ ¥âáï:
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 ) ¨­ê¥ªâ¨¢­ë¬, ¥á«¨ ∀x, y ∈ A, f(x) = f(y) ⇒ x = y;
¡) áîàì¥ªâ¨¢­ë¬, ¥á«¨ f(A) = Imf = {x ∈ B;∃a ∈ A, x = f(a)} = B;
á) ¡¨¥ªâ¨¢­ë¬, ¥á«¨ f ï¢«ï¥âáï áîàì¥ªâ¨¢­ë¬ ¨ ¨­ì¥ªâ¨¢­ë¬.
�à¨¬¥àë:
f : Q → Z, f(p/q) = p + q ï¢«ï¥âáï áîàì¥ªâ¨¢­ë¬, ­® ­¥ ¨­ì¥ªâ¨¢­ë¬;
f : N → Z, f(2n) = −n, f(2n + 1) = n + 1 -¡¨¥ªâ¨¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥;
f : R → (−1, 1), f(x) = x

1+|x| - ¡¨¥ªâ¨¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥.
�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �­®¦¥áâ¢® A íª¢¨¢ «¥­â­® ¬­®¦¥áâ¢ã B, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¡¨-

¥ªâ¨¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ A ­  B (¢ ®¡®§­ ç¥­¨¨ A ∼ B).
�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. �ãáâì A,B,C -¬­®¦¥áâ¢ . �®£¤ :
 ) A ∼ A
¡) ¥á«¨ A ∼ B, â® B ∼ A
¢) ¥á«¨ A ∼ B, B ∼ C, â® A ∼ C. �®ª § â¥«ìáâ¢® ®ç¥¢¨¤­®.
� áá¬®âà¨¬ ¢á¥ ¬­®¦¥áâ¢  íª¢¨¢ «¥­â­ë¥A. �â®¬ã ª« ááã ¬­®¦¥áâ¢ á®¯®áâ ¢¨¬

á¨¬¢®« �A, ª®â®àë© ­ §®¢¥¬ ¬®é­®áâìî ¨«¨ ª à¤¨­ «ì­ë¬ ç¨á«®¬A. �­®¦¥áâ¢® A
(¨­®£¤  ®­ ®¡®§­ ç ¥âáï |A|).

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. 1) �­®¦¥áâ¢® A ­ §ë¢ ¥âáï áç¥â­ë¬, ¥á«¨ A ∼ N( �N = w);
2) �­®¦¥áâ¢® A ­ §ë¢ ¥âáï ª®­â¨­ã «ì­ë¬ , ¥á«¨ A ∼ R( �R = 2w).
�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �á«¨ A ⊆ N ¨ A- ¡¥áª®­¥ç­®¥, â® A -áç¥â­®¥. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®,

¯ãáâì ao = min{a|a ∈ A}, a1 = min{a|a ∈ A \ {ao}, a2 = min{a|a ∈ A \ {a1, a2} ¨ â.¤.
�®£¤  ®â®¡à ¦¥­¨¥ i → ai ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬®© ¡¨¥ªæ¨¥© N ­  A.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3. �á«¨ A1, A2, . . . - áç¥â­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢ , â®
∞⋃
i−1

Ai -áç¥â­®¥ ¬­®-
¦¥áâ¢®.

�ãáâì a ∈ ∞⋃
i=1

Ai ¨ k(a) = min{i; a ∈ Ai}. �®«®¦¨¬ f(a) = 2k(a) · 3fk(a), £¤¥ fk :

Ak → N − ¡¨¥ªæ¨ï Ak ­  N, k = 1, 2, . . . . �á­®, çâ® f :
∞⋃
i=1

Ai → N -¨­ê¥ªâ¨¢­®¥
®â®¡à ¦¥­¨¥. �® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 2 Imf -áç¥â­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. Q -áç¥â­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®.
�ãáâì Qn = { p

n
; p ∈ Z, n ∈ N+}. �®£¤  Q =

∞⋃
n=1

Qn. �® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 3, Q -áç¥â­®¥
¬­®¦¥áâ¢®.

�¥®à¥¬  1 (�.� ­â®à). �ãáâì P (A) - ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬­®¦¥áâ¢ 
A. �®£¤  A 6∼ P (A).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A íª¢¨¢ «¥­â­® P (A) ¨ f : A → P (A) -¡¨¥ªâ¨¢­®¥
®â®¡à ¦¥­¨¥. �ãáâì B = {x|x 6∈ f(x)} ⊆ A. �®£¤  B ∈ P (A) ­¥ ¨¬¥¥â ¯à®®¡à -
§ . �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì f(c) = B. �á«¨ c ∈ B = f(c), â® c 6∈ B. �á«¨ c 6∈ B =
f(c), â® c ∈ B. �à®â¨¢®à¥ç¨¥.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4. �á«¨ A -¡¥áª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, â® A á®¤¥à¦¨â áç¥â­®¥ ¯®¤-
¬­®¦¥áâ¢®.

�®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤ã¥â ¨§  ªá¨®¬ë ¢ë¡®à .
�¥®à¥¬  2 (� ­â®à -�¥à­èâ¥©­).
�á«¨ f : A → B, g : B → A -¨­ê¥ªâ¨¢­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï, â® A ∼ B.
�®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤ã¥â ¨§ á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬ë.
�¥¬¬ . �á«¨ A ⊇ B ⊇ C ¨ A ∼ C, â® A ∼ B.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì f : A → C -¡¨¥ªâ¨¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨Ao = A\B, A1 =

f(Ao), Ai+1 = f(Ai), i = 1, 2, . . . . �ãáâì D =
∞⋃
i=0

Ai. �®«®¦¨¬ g : A → B.

g(a) =
{

f(a), ¥á«¨ a ∈ D
a, ¥á«¨ a 6∈ D

10



�®£¤  «¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® g -¨áª®¬ ï ¡¨¥ªæ¨ï.
�¥®à¥¬  3. R íª¢¨¢ «¥­â­® P (N).
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì X ⊆ N. � áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ P (N) → R,X →

o, aoa1a2 . . . ,

£¤¥ ai =
{

1, ¥á«¨ i ∈ X;
0, ¥á«¨ i 6∈ X.

�â® ¨­ê¥ªâ¨¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. � ©¤¥¬ ¢«®¦¥­¨¥R ¢ P (N). � ª ª ª R ∼ (−1, 1)
¨ (−1, 1) ∼ (0, 1)(x → x+1

2 ), â® ¤®áâ â®ç­® ­ ©â¨ ¢«®¦¥­¨¥ (0, 1) ¢ P (N). �ãáâì α =
0, aoa1 . . . ∈ (0, 1). �®«®¦¨¬ α → {ao, 10 + a1, 102 + a2, . . .} ⊆ N. �¥®à¥¬  ¤®ª § ­ .

§5. �®àï¤ª®¢ë¥ â¨¯ë ¨ âà ­áä¨­¨â­ë¥ ç¨á« .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �ãáâì < A,≤1> ¨ < B,≤2>- ¤¢  «¨­¥©­® ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¬­®-
¦¥áâ¢ . �ª ¦¥¬, çâ® A ¯®¤®¡­® B (¢ ®¡®§­ ç¥­¨¨, A ∼= B), ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¡¨¥ª-
â¨¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ϕ : A → B â ª®¥, çâ®

a ≤1 b ⇔ ϕ(a) ≤2 ϕ(b).

�á­®, çâ® ¯®¤®¡­ë¥ «.ã.¬. ï¢«ïîâáï íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨.
�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 4. �ãáâì A,B, C -«¨­¥©­® ã¯®àï¤®ç¥­­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢ . �®£¤  1)

A ∼= A;
2) ¥á«¨ A ∼= B, â® B ∼= A :
3) ¥á«¨ A ∼= B, B ∼= C, â® A ∼= C.
�®ª § â¥«ìáâ¢® ®ç¥¢¨¤­®. � §®¡ì¥¬ ¢á¥ «.ã.¬. ¯® ª« áá ¬, ®â­¥áï ¤¢  ¬­®¦¥áâ¢ 

¢ ®¤¨­ ª« áá, ¥á«¨ ®­¨ ¯®¤®¡­ë. � ¦¤®¬ã â ª®¬ã ª« ááã ¯®áâ ¢¨¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥
á¨¬¢®«, ª®â®àë© ­ §®¢¥¬ ¯®àï¤ª®¢ë¬ â¨¯®¬ «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¤ ­­®£® ª« áá  (¢
®¡®§­ ç¥­¨¨, �A).

�à¨¬¥àë:
1) ¥á«¨ N = {0, 1, 2, . . .}, â® �N = ω;
2) ¥á«¨ N∗ = {. . . , 2, 1, 0}, â® �N∗ = ω∗;
3) ¥á«¨ Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}, â® �Z = π;
4) �R = λ; 5) �Q = η;
6) ¥á«¨ A- ª®­¥ç­®¥ «.ã.¬., â® �A = n = �A.
� ¬¥ç ­¨¥ 1. �®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® A ¬®¦­® «¨­¥©­® ã¯®àï¤®ç¨âì n! á¯®á®¡ -

¬¨, £¤¥ n = �A.
� ¬¥ç ­¨¥ 2. �¢¥¤¥¬ ­  ¬­®¦¥áâ¢  A = {1, 2, 3, . . .} «¨­¥©­ë© ¯®àï¤®ª a =

2k(2n + 1) ≤ b = 2s(2t + 1) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  k < s,   ¥á«¨ k = s, â® n < t.
�â­®á¨â¥«ì­® íâ®£® ¯®àï¤ª  í«¥¬¥­âë A ¬®£ãâ ¡ëâì § ¯¨á ­ë ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥:
1 3 5 7 9 . . .
2 6 10 14 18 . . .
4 12 20 28 36 . . .

� ¯à¨¢¥¤¥­­®© â ¡«¨æ¥ í«¥¬¥­âë ¤ ­­®© áâà®ª¨ ¡®«ìè¥ «î¡®£® í«¥¬¥­â  ¯à¥¤ë-
¤ãé¥© áâà®ª¨.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 5. �ãáâì < A,≤> - áç¥â­®¥ «.ã.¬. �®£¤  < A,≤>- ¯®¤®¡­®
¯®¤¬­®¦¥áâ¢ã < Q,≤> .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A = {a1, a2, a3, . . .}, Q = {r1, r2, . . .}. �ãáâì rn2 -¯¥à¢ë©
í«¥¬¥­â ¢ Q, ª®â®àë© à á¯®«®¦¥­ ®â­®á¨â¥«ì­® r1, â ª¦¥ ª ª a2 ®â­®á¨â¥«ì­® a1
(­®¬¥à n2 ï¢«ï¥âáï ¬¨­¨¬ «ì­ë¬). �ãáâìrn3 - ¯¥à¢ë© í«¥¬¥­â, ª®â®àë© à á¯®«®¦¥­
®â­®á¨â¥«ì­® r1, rn2 â ª¦¥ ª ª a3 ®â­®á¨â¥«ì­® a1, a2. �à®¤®«¦ ï íâ¨ à ááã¦¤¥­¨ï,
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¬ë ¢ë¤¥«¨¬ ¢ Q ç áâì {r1, rn2, rn3, . . .} ¯®¤®¡­ãî A ®â­®á¨â¥«ì­® ®â®¡à ¦¥­¨ï: a1 →
r1, a2 → rn2, a3 → rn3, . . . .

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®ª § ­®.
�ãáâì L = {λ}- «.ã.¬. ¨ ¯ãáâì ∀λ ∈ L ¬ë ¨¬¥¥¬ «.ã.¬. Aλ (¯à¨ íâ®¬, ¥á«¨

λ1 6= λ2, â® Aλ1 ∩ Aλ2 = �). �¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¨© ¯®àï¤®ª ­ 

B =
⋃

λ∈L

Aλ.

�á«¨ b, b′ ∈ B ¨ b ∈ Aλ, b
′ ∈ Aλ, â® ¯®« £ ¥¬ b < b′, ¥á«¨ λ < λ′. �á«¨ ¦¥ λ =

λ′, â® b ≤ b′ ¢ Aλ(!). �á«¨ αλ = �Aλ, â® ¯®« £ ¥¬ �B = ∑
λ

αλ.

�à¨¬¥àë:
1)1 + ω = ω;
2) ω + 1 6= ω;
3) 1 + λ + 1 = [a, b].
4) 3 + 4 = 7.
�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �®àï¤ª®¢ë© â¨¯ ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ­ §ë¢ ¥âáï

¯®àï¤ª®¢ë¬ ç¨á«®¬ (   ¢ á«ãç ¥ ¡¥áª®­¥ç­®£® ¬­®¦¥áâ¢ - âà ­áä¨­¨â­ë¬ ç¨á«®¬
¨«¨ ®à¤¨­ «®¬).

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 6. �á«¨ < A,≤> -¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¨ f : A → A
-¯®¤®¡¨¥ A ¢ á¥¡ï, â® ¤«ï «î¡®£® x ∈ A, x ≤ f(x).

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ B = {x ∈ A; x > f(x)} -­¥¯ãáâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¨ b - ¬¨­¨¬ «ì-
­ë© í«¥¬¥­â ¥£®, â® b > f(b), f(b) > f(f(b)). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, f(b) ∈ B. �à®â¨¢®à¥ç¨¥.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �á«¨ < A,≤>- ¢¯®«­¥ ã.¬.,â® ®­® ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®¤®¡­ë¬ á¢®¥¬ã
®âà¥§ªã ¨«¨ ç áâ¨ ¥£®. �¢  à §«¨ç­ëå ®âà¥§ª  ¢.ã.¬. ­¥ ï¢«ïîâáï ¯®¤®¡­ë¬¨ ¤àã£
¤àã£ã.

�¥®à¥¬  3. �§ ¤¢ãå ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¬­®¦¥áâ¢ ®¤­® ¯®¤®¡­® ¤àã£®¬ã
¨«¨ ®âà¥§ªã ¤àã£®£®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì < A,≤1> ¨ < B,≤2>- ¤¢  ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­­ëå
¬­®¦¥áâ¢ . �«¥¬¥­â a ∈ A ­ §®¢¥¬ "å®à®è¨¬", ¥á«¨ ®âà¥§®ª Aa = {x ∈ A; x <1 a}
¯®¤®¡¥­ ­¥ª®â®à®¬ã ®âà¥§ªã Bb ¢ B. �á­®, çâ® ¬¨­¨¬ «ì­ë© í«¥¬¥­â a ∈ A ï¢«ï¥â-
áï "å®à®è¨¬" ¨ ¤«ï «î¡®£® å®à®è¥£® í«¥¬¥­â  ¢ A, ¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¨¥ ¥¬ã (¢ A!)
â®¦¥ ï¢«ïîâáï "å®à®è¨¬¨". �ãáâì M - ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å "å®à®è¨å" í«¥¬¥­â®¢ ¢
A. �á«¨ M 6= A, â® M = Am, £¤¥ m- ¬¨­¨¬ «ì­ë© í«¥¬¥­â A \ M. �â ª, «¨¡®
M = A, «¨¡® M = Am. �­ «®£¨ç­®, ¥á«¨ N -¬­®¦¥áâ¢® "å®à®è¨å" í«¥¬¥­â®¢ ¢
B, â® «¨¡® N = B, «¨¡® N = Bn, £¤¥ n ∈ B. �á«¨ x ∈ M, â® Ax

∼= By, £¤¥ y ∈ N.
�®®â¢¥âáâ¢¨¥ x → y ï¢«ï¥âáï ¯®¤®¡¨¥¬ M ¨ N. �á«¨ M = Am, N = Bn, â®£¤  m ∈
M. �à®â¨¢®à¥ç¨¥. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ®¤¨­ ¨§ á«¥¤ãîé¨å á«ãç ¥¢:

M = A ∼= N = Bn,

M = A ∼= N = B,

M = Am
∼= N = B.

�¥®à¥¬  ¤®ª § ­ .
�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �ãáâì A ¨ B - ¬­®¦¥áâ¢  ¬®é­®áâ¨ α ¨ β. �ª ¦¥¬, çâ® α ≤

β, ¥á«¨ A ¨­ê¥ªâ¨¢­® ¢«®¦¨¬® ¢ B.
�§ â¥®à¥¬ë � ­â®à -�¥à­èâ¥©­  á«¥¤ã¥â, çâ® ®â­®è¥­¨¥≤ ï¢«ï¥âáï ®â­®è¥-

­¨¥¬ ç áâ¨ç­®£® ¯®àï¤ª . �­®£¤  ¬®é­®áâì ¬­®¦¥áâ¢  ­ §ë¢ ¥âáï ª à¤¨­ «ì­ë¬
ç¨á«®¬.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �î¡ë¥ ¤¢¥ ¬®é­®áâ¨ áà ¢­¨¬ë.
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�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì α ¨ β -¤¢¥ ¬®é­®áâ¨. �ãáâì â ª¦¥ A ¨ B- ¬­®¦¥áâ¢ , ¨¬¥-
îé¨¥ ãª § ­­ë¥ ¬®é­®áâ¨ ( �A = α, �B = β). �® â¥®à¥¬¥ �¥à¬¥«® ¨å ¬®¦­® ¢¯®«­¥
ã¯®àï¤®ç¨âì. �® ¯à¥¤ë¤ãé¥© â¥®à¥¬¥ ®­¨ «¨¡® ¯®¤®¡­ë (¨ á«¥¤®¢ â¥«ì­®, íª¢¨¢ -
«¥­â­ë, â.¥. α = β), «¨¡® ®¤­® ¨­ê¥ªâ¨¢­® ¢«®¦¨¬® ¢ ¤àã£®¥. � ¯®á«¥¤­¥¬ á«ãç ¥,
¥á«¨ A ¯®¤®¡­® ®âà¥§ªã B, â® α < β.

�¥à­¥¬áï ª ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢ ¬. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¢¯®«­¥
ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® A ª®à®ç¥ ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  B, ¥á«¨ A
¯®¤®¡­® ®âà¥§ªã B.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 7. �® ¢áïª®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ S ¯®¯ à­® ­¥¯®¤®¡­ëå ¢.ã.¬. (¢¯®«­¥
ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¬­®¦¥áâ¢) ¥áâì á ¬®¥ ª®à®âª®¥.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¢.ã.¬. A ∈ S. �á«¨ ®­® á ¬®¥ ª®à®âª®¥,
â® ¢á¥ ¤®ª § ­®. �­ ç¥, ¢ S áãé¥áâ¢ãîâ ¡®«¥¥ ª®à®âª¨¥ ¢.ã.¬. �­¨ ¯®¤®¡­ë ®âà¥§ª ¬
A. �ãáâì A1 = {a ∈ A|Aa ¯®¤®¡¥­ ­¥ª®â®à®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã ¨§ S}. �¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥-
­¨ï, A1- ­¥¯ãáâ®¥ ¢.ã.¬. �ãáâì a0- ¬¨­¨¬ «ì­ë© í«¥¬¥­â A1 ¨ A0 ∈ S -¬­®¦¥áâ¢®
¯®¤®¡­®¥ Aa0. �®£¤  A0 -á ¬®¥ ª®à®âª®¥ ¢.ã.¬. ¨§ S.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 8. �ã¬¬  ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®-
ç¥­­ëå ¬­®¦¥áâ¢ ¥áâì á­®¢  ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨S = ⋃
λ∈


Aλ, £¤¥ Aλ∩Aλ′ = �, λ 6= λ′ ∈ 
 ¨ 
, Aλ - ¢¯®«­¥ ã¯®-
àï¤®ç¥­­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢ , â® ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¬ë §­ ¥¬, çâ®S -«¨­¥©­® ã¯®àï¤®ç¥­­®¥
¬­®¦¥áâ¢®. �ãáâì T ⊆ S ¨ T 6= φ. �®£¤  
1 = {λ|Aλ ∩ T 6= φ} á®¤¥à¦¨â ¬¨­¨¬ «ì-
­ë© í«¥¬¥­â λo. �á­®, çâ® ¬¨­¨¬ «ì­ë© í«¥¬¥­â Aλo ∩ T ï¢«ï¥âáï ¬¨­¨¬ «ì­ë¬ ¨
¢ T.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �ãáâì α ¨ β- ¯®àï¤ª®¢ë¥ ç¨á« . �ãáâì A ¨ B â ª¨¥ ¢.ã.¬., çâ®
�A = α, �B = β. �ª ¦¥¬, çâ® α < β, ¥á«¨ A ª®à®ç¥ B (â.¥. ¯®¤®¡­® ®âà¥§ªã B).

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 9. 1) �«ï «î¡ëå ¯®àï¤ª®¢ëå ç¨á¥« α ¨ β á¯à ¢¥¤«¨¢® ®¤­® ( ¨
â®«ìª® ®¤­®!) ¨§ á®®â­®è¥­¨©:

α = β, α < β ¨«¨ α > β;

2) ¢áïª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¯®àï¤ª®¢ëå ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï ¢¯®«­¥ ã¯®àï¤®ç¥­­ë¬.
�¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë, ¢â®à®¥ ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 4.
� ¦¤®¥ ¯®àï¤ª®¢®¥ ç¨á«® α «¨¡® ¨¬¥¥â ¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¥¥ ¯®àï¤ª®¢®¥ ç¨á«®β (â -

ª®¥, çâ® β+1 = α), «¨¡® ­¥ ¨¬¥¥â, â.¥. ï¢«ï¥âáï, ª ª £®¢®àïâ, ¯à¥¤¥«ì­ë¬ (­ ¯à¨¬¥à,
ω - ¯à¥¤¥«ì­®¥ ¯®àï¤ª®¢®¥ ç¨á«®).

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 10. (âà ­áä¨­¨â­ ï ¨­¤ãªæ¨ï). �ãáâì P (α)- ­¥ª®â®à®¥ ¯à¥¤«®-
¦¥­¨¥, ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ªã ª®â®à®£® ¢å®¤¨â ¯®àï¤ª®¢®¥ ç¨á«®α. �ãáâì â ª¦¥ 1)P (αo)
¨áâ¨­­®; 2) ¨§ ¨áâ¨­­®áâ¨P (α) ¤«ï ¢á¥å α â ª¨å çâ®, αo < α < β, á«¥¤ã¥â ¨áâ¨­­®áâì
P (β). �®£¤  P (γ) ¨áâ¨­­® ¤«ï «î¡®£® ¯®àï¤ª®¢®£® ç¨á«  γ ≥ αo.

�®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢­®¥. �®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® {δ|P (δ)- «®¦­® } ­¥¯ãáâ®¥ ¨ á®¤¥à¦¨â
¬¨­¨¬ «ì­ë© í«¥¬¥­â δo > αo. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, P (γ) -¨áâ¨­­® ¤«ï «î¡®£® ®à¤¨­ « 
γ â ª®£®, çâ® αo ≤ γ < δo. �®£« á­® ãá«®¢¨î 2) P (δo) ¤®«¦­® ¡ëâì â®¦¥ ¨áâ¨­­ë¬
ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬. �à®â¨¢®à¥ç¨¥. �â¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®ª § ­®.

�¯à ¦­¥­¨ï.
1. � ª®¢  ¬®é­®áâì ¬­®¦¥áâ¢  ¨àà æ¨®­ «ì­ëå ç¨á¥«?
2. �ãáâì A ¡¥áª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¨ B - áç¥â­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®. �®ª § âì, çâ®

A ∼ A ∪B.
�ª § ­¨¥. �ë¡¥à¥¬ ¢ A áç¥â­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® B1. �®£¤  B1 ∪ B ∼ B1 ¨ A =

(A\B1)∪B1. �ãáâì f− ¡¨¥ªæ¨ï B1 ­  B1∪B. � áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥g : A 7→ A∪B
®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ¯® ¯à ¢¨«ã: 1) ¥á«¨ x ∈ A \ B1, â® g(x) = x; 2) ¥á«¨ x ∈ B1, â® g(x) =
f(x). �á­®, çâ® g -¨áª®¬ ï ¡¨¥ªæ¨ï A ­  A ∪B.
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� ¬¥ç ­¨¥. �§ ã¯à ¦­¥­¨ï 2 á«¥¤ã¥â ã¯à ¦­¥­¨¥ 1.
3) �®ª § âì, çâ® [0, 1] ∼ [a, b].
�ª § ­¨¥. � áá¬®âà¥âì äã­ªæ¨î f(t) = (b− a)t + a.
4. �®ª § âì, çâ® [0, 1]× [0, 1] ∼ [0, 1].
�ª § ­¨¥. �®á¯®«ì§®¢ âìáï â¥®à¥¬®© � ­â®à -�¥à­èâ¥©­  ¨ ¨­ê¥ªâ¨¢­ë¬ ®â®-

¡à ¦¥­¨¥¬
f : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1], f((0, a1a2a3 . . . , 0, b1b2 . . .)) = 0, a1b1a2b2a3b3 . . . .

5. �®ª § âì, çâ® NR ∼ R.
�ª § ­¨¥. �®á¯®«ì§®¢ âìáï â¥®à¥¬®© � ­â®à -�¥à­èâ¥©­  ¨ á«¥¤ãîé¨¬ ¨­ê-

¥ªâ¨¢­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬
f : NA → R,

£¤¥ A = (0, 1) ¨ f((0, a00a01 . . . ; 0, a10a11 . . . ; . . .) = 0, s1s2 . . . ; s2x3y = axy, sj = 0, ¥á«¨ j 6=
2x · 3y.

6. �®ª § âì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¡ãª¢ � (à §­ëå à §¬¥à®¢) ­  ¯«®á-
ª®áâ¨ ï¢«ï¥âáï ­¥áç¥â­ë¬.

7. �®ª § âì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¡ãª¢ � (à §­ëå à §¬¥à®¢) ­ 
¯«®áª®áâ¨ ï¢«ï¥âáï áç¥â­ë¬.

�ª § ­¨¥. �®áâ ¢¨âì ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ª ¦¤®© ¡ãª¢¥ T ­ ¡®à ¨§ ç¨á¥«
((a1, b1), (a2, b2), (a3, b3)), £¤¥ aibi ∈ Q, i ≤ 3,

â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë à §­ë¬ ¡ãª¢ ¬ á®®â¢¥âáâ¢®¢ «¨ à §­ë¥ ­ ¡®àë.
8. �¥é¥áâ¢¥­­®¥ ç¨á«® α ∈ R ­ §®¢¥¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬, (áâ¥¯¥­¨ n), ¥á«¨ α -

ª®à¥­ì ­¥ª®â®à®£® ­¥­ã«¥¢®£® ¬­®£®ç«¥­  f(x) ∈ Z[x](degf = n ¨ α ­¥ ï¢«ï¥âáï
ª®à­¥¬ ­¨ ª ª®£® ¬­®£®ç«¥­  ¬¥­ìè¥© áâ¥¯¥­¨). � ¯à¨¬¥à,−5

7 ,
3√2-  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥

ç¨á« , â.ª. ï¢«ïîâáï ª®à­ï¬¨ ¬­®£®ç«¥­®¢ (7x + 5) ¨ (x3 − 2).
�ãáâì A- ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ç¨á¥« ¢ R. �®¯à®á ® á®¢¯ ¤¥­¨¨ ¬­®-

¦¥áâ¢ A ¨ R ¡ë« ¯®áâ ¢«¥­ ¥é¥ �.�©«¥à®¬. � 1844 £. äà ­æã§áª¨© ¬ â¥¬ â¨ª
�¨ã¢¨«ì ¤®ª § «, çâ® R \ A 6= φ, â.¥. áãé¥áâ¢ãîâ ç¨á«  ­¥ ï¢«ïîé¨¥áï  «£¥¡à ¨ç¥-
áª¨¬¨ (â ª¨¥ ç¨á«  ­ §ë¢ îâáï âà ­áæ¥­¤¥­â­ë¬¨). �®ª § â¥«ìáâ¢® ®á­®¢ë¢ «®áì
­  ¯à¨¡«¨¦¥­¨¨ ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥« à æ¨®­ «ì­ë¬¨.

�®ª § âì á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã �.� ­â®à :
�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï áç¥â­ë¬.
�ª § ­¨¥. �ãáâì An - ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ç¨á¥« áâ¥¯¥­¨n. � ¦¤®-

¬ã ­¥¯à¨¢®¤¨¬®¬ã ¬­®£®ç«¥­ã
f(x) = aox

n + . . . + an

á®¯®áâ ¢¨¬ ç¨á«® |ao|+ |a1|+ . . . + |an| = p. �ãé¥áâ¢ã¥â â®«ìª® ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ¬­®-
£®ç«¥­®¢ á ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ p. �«¥¤®¢ â¥«ì­® áãé¥áâ¢ã¥â ª®­¥ç­®¥ ç¨á«®
 «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ç¨á¥« áâ¥¯¥­¨ n á ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ p. �à¨¤ ¢ ï p §­ ç¥-
­¨ï 1, 2, 3, . . . , ¬ë ¯®«ãç¨¬, çâ® An ï¢«ï¥âáï ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ áç¥â­®£® ç¨á«  ª®­¥ç­ëå
¬­®¦¥áâ¢. � ª ª ª A =

∞⋃
n=1

An, â® A - áç¥â­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®.
9. �ãáâì � - ¬­®¦¥áâ¢® âà ­áæ¥­¤¥­â­ëå ç¨á¥«. �®ª § âì, çâ®T ∼ R.
�ª § ­¨¥. �®á¯®«ì§®¢ âìáï à ¢¥­áâ¢®¬ A ∪ T = R ¨ ã¯à ¦­¥­¨¥¬ 2.
10. �ãáâì G - £àã¯¯  ¨ a ∈ G, a 6= e. �®ª § âì, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¯®¤£àã¯¯ 

H ≤ G, çâ® a 6∈ H ¨ ¥á«¨ H < K ≤ G, â® a ∈ K.
11. �ãáâì R -ª®«ìæ® ¨ a - ­¥­¨«ì¯®â¥­â­ë© í«¥¬¥­â R. �®ª § âì, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â

â ª®© ¨¤¥ « I / R, çâ® {a, a2, . . .} ∩ I = φ ¨ ¥á«¨ I ⊂ K / R, ¨ K 6= I, â® {a, a2, . . .} ∩
K 6= φ.

�ª § ­¨¥. �®á¯®«ì§®¢ âìáï «¥¬¬®© �®à­ .
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����� 2. ������� ������.
�áâ®à¨ç¥áª ï á¯à ¢ª . �¤­¨¬ ¨§ á®§¤ â¥«¥© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª¨ ï¢«ï«áï

�¦®à¤¦ �ã«ì (1815-1864) - ­£«¨©áª¨© ¬ â¥¬ â¨ª ¨ «®£¨ª. �­ ­¥ ¨¬¥« á¯¥æ¨ «ì­®-
£® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£® ®¡à §®¢ ­¨ï, å®âï á 1849 £. à ¡®â « ¯à®ä¥áá®à®¬ ¢ ®¤­®¬ ¨§
�à« ­¤áª¨å ã­¨¢¥àá¨â¥â®¢. �¬ ®¯ã¡«¨ª®¢ ­ àï¤ à ¡®â ¯®  «£¥¡à¥ ¢ëáª §ë¢ ­¨©,
¨§ ª®â®àëå ®â¬¥â¨¬ á«¥¤ãîéãî ª­¨£ã "�áá«¥¤®¢ ­¨¥ § ª®­®¢ ¬ëá«¨, ­  ª®â®àëå
®á­®¢ ­ë ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ â¥®à¨¨ «®£¨ª¨ ¨ ¢¥à®ïâ­®áâ¥©" (1954). ∗) �¥à¢ë¥ ¨áá«¥-
¤®¢ ­¨ï ¯® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª¥ ¢ �®áá¨¨ ¡ë«¨ ­ ç âë ¢ � § ­áª®¬ ã­¨¢¥àá¨â¥â¥
¢® 2-© ¯®«®¢¨­¥ 19 ¢¥ª . � ç áâ­®áâ¨, ¯¥à¢ë¥ ¢ �®áá¨¨ «¥ªæ¨¨ ¯® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®©
«®£¨ª¥ ¡ë«¨ ¯à®ç¨â ­ë ¢ 1887-88 £. ¯à®ä¥áá®à®¬ �.�.�®à¥æª¨¬. � ª ®â¬¥ç¥­® ¢
à ¡®â¥ ∗∗), ªà®¬¥ �.�.�®à¥æª®£®, ¡®«ìè®© ¢ª« ¤ ¢ à §¢¨â¨¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨-
ª¨ ¡ë« á¤¥« ­ ¯à®ä¥áá®à®¬ � § ­áª®£® ã­¨¢¥àá¨â¥â  �.�.� á¨«ì¥¢ë¬. �¬ ¡ë«¨
­ ç âë ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¯® ¬­®£®§­ ç­ë¬ «®£¨ª ¬, ¯®¤¢¥à£­ãâ ªà¨â¨ª¥ § ª®­ ¨áª«î-
ç¨â¥«ì­®£® âà¥âì¥£® (a ∨ �a = 1).

§1. �«£¥¡à  ¢ëáª §ë¢ ­¨©.
�ëáª §ë¢ ­¨¥ - íâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, ® ª®â®à®¬ ¬®¦­® £®¢®à¨âì, çâ® ®­® ¨áâ¨­­®

¨«¨ «®¦­®. � ¯à¨¬¥à, á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ï¢«ïîâáï ¢ëáª §ë¢ ­¨ï¬¨:
1. "�¨®-¤¥-¦ ­¥©à® - áâ®«¨æ  �à §¨«¨¨" - íâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï «®¦­ë¬;
2. "20 ¬ àâ  2000 £. ¢ � à­ ã«¥ ¡ã¤¥â ¤®¦¤ì" - íâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, ª®­¥ç­®, ï¢«ï-

¥âáï ¢ëáª §ë¢ ­¨¥¬, ­® ¥£® ¨áâ¨­­®áâì ¬ë á¬®¦¥¬ ¯à®¢¥à¨âì 20 ¬ àâ  2000 £.;
3. "�à®áâëå ç¨á¥« ¡áª®­¥ç­® ¬­®£®" -íâ® ¨áâ¨­­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.
�«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ­¥ ï¢«ïîâáï ¢ëáª §ë¢ ­¨ï¬¨:
1) "�¤¥ ¢ë ¦¨¢¥â¥?"; 2) "�®â®àë© ç á?"; 3) "�«ë¡­¨â¥áì!"
�ëáª §ë¢ ­¨ï ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ¡®«ìè¨¬¨ ¨ ¬ «ë¬¨ ¡ãª¢ ¬¨ « â¨­áª®£®

 «ä ¢¨â . �á«¨ ¢ëáª §ë¢ ­¨¥ a ¨áâ¨­­®¥ («®¦­®¥), â® ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì a = u ¨«¨  =«
( á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, a=1 ¨«¨  =0) ¨ £®¢®à¨âì, çâ® a ¨¬¥¥â ¨áâ¨­­®¥ («®¦­®¥) §­ ç¥-
­¨¥. �ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ­¥ª®â®àë© ­ ¡®à ¢ëáª §ë¢ ­¨© ï¢«ï¥âáï ®á­®¢­ë¬:
a, b, c, . . . . �â¨ ¢ëáª §ë¢ ­¨ï ¬ë ­ §®¢¥¬ ¯à®áâ¥©è¨¬¨. � ¯®¬®éìî ¯à®áâ¥©è¨å
¢ëáª §ë¢ ­¨© ¨ á®î§®¢ "¨", "¨«¨", ç áâ¨æë "­¥" ¬®¦­® á®áâ ¢«ïâì á«®¦­ë¥ ¢ëáª -
§ë¢ ­¨ï. � ¯à¨¬¥à,

"5 - ¯à®áâ®¥ ç¨á«® ¨«¨ � à­ ã« - áâ®«¨æ  �®áá¨¨",
"�¥¢¥à­®, çâ® ¥á«¨ ¢ âà¥ã£®«ì­¨ª¥ á®¢¯ ¤ îâ æ¥­âàë ¢¯¨á ­­®© ¨ ®¯¨á ­­®©

®ªàã¦­®áâ¥©, â® íâ®â âà¥ã£®«ì­¨ª ï¢«ï¥âáï à ¢­®áâ®à®­­¨¬".
*) � â¥¬ â¨ç¥áª¨© í­æ¨ª«®¯¥¤¨ç¥áª¨© á«®¢ àì, �®áª¢ , �®¢¥â. í­æ.", 1988, á.

672.
**) �.�.� «ìæ¥¢. � ¨áâ®à¨¨  «£¥¡àë ¢ ���� §  ¯¥à¢ë¥ 25 «¥â, "�« áá¨ç¥áª ï

 «£¥¡à ", �§¡. âà., � ãª , 1967, â.1, á.475.
�ë ¡ã¤¥¬ ®â¢«¥ª âìáï ®â á¬ëá«®¢®£® §­ ç¥­¨ï ¢ëáª §ë¢ ­¨©, ¨­â¥à¥áãïáì â®«ì-

ª® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¨áâ¨­­®áâ¨ ¨ «®¦­®áâ¨ ¨å.
�¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ®á­®¢­ë¥ ®¯¥à æ¨¨  «£¥¡àë ¢ëáª §ë¢ ­¨©: ®âà¨æ ­¨¥, ¤¨§ê-

î­ªæ¨î, ª®­êî­ªæ¨î, ¨¬¯«¨ª æ¨î.
�âà¨æ ­¨¥. �âà¨æ ­¨¥¬ ¢ëáª §ë¢ ­¨ï a ­ §ë¢ ¥âáï ¢ëáª §ë¢ ­¨¥, ª®â®à®¥

¨áâ¨­­®, ¥á«¨ a - «®¦­®¥ ¨ «®¦­®¥, ¥á«¨ a -¨áâ¨­­®¥ ¢ëáª §ë¢ ­¨¥. �âà¨æ ­¨¥ a
®¡®§­ ç ¥âáï �a, «¨¡® ¬a ¨ ç¨â ¥âáï " ­¥ a" ¨«¨ ­¥¢¥à­®, çâ® a".

�à¨¢¥¤¥¬ â ¡«¨æã ¨áâ¨­­®áâ¨ á«®¦­®£® ¢ëáª §ë¢ ­¨ï �a.

a �a
1 0
0 1
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�®­êî­ªæ¨ï. *) �ãáâì a, b - ­¥ª®â®àë¥ ¢ëáª §ë¢ ­¨ï. �®­êî­ªæ¨ï a ¨ b -
íâ® ­®¢®¥ ¢ëáª §ë¢ ­¨¥, ®¡®§­ ç ¥¬®¥ a · b ¨«¨ a ∧ b (ç¨â ¥âáï: "a ¨ b"), §­ ç¥­¨¥
ª®â®à®£® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¥© â ¡«¨æ¥© ¨áâ¨­­®áâ¨

a b a · b
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

*) conjuctio - á®î§, á¢ï§ì (« â.)
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ª®­êî­ªæ¨ï ¯à¨­¨¬ ¥â ¨áâ¨­­®¥ §­ ç¥­¨¥ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®-

£¤ , ª®£¤  ®¡  ¬­®¦¨â¥«ï ¨¬¥îâ ¨áâ¨­®¥ §­ ç¥­¨¥. � àãááª®¬ ï§ëª¥ ª®­êî­ªæ¨ï
á®®â¢¥âáâ¢ã¥â á®î§ ¬ "¨", "­®", "å®âï", "®¤­ ª®".

�¨§êî­ªæ¨ï. **) �ãáâì a, b - ­¥ª®â®àë¥ ¢ëáª §ë¢ ­¨ï. �¨§êî­ªæ¨ï a ¨ b -
íâ® ¢ëáª §ë¢ ­¨¥, ®¡®§­ ç ¥¬®¥ a ∨ b (¯à®¨§­®á¨âáï "a ¨«¨ b"), §­ ç¥­¨¥ ª®â®à®£®
®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¥© á«¥¤ãîé¥© â ¡«¨æ¥© ¨áâ¨­­®áâ¨

a b a ∨ b
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

� àãááª®¬ ï§ëª¥ ®¯¥à æ¨ï á®®â¢¥âá¢ã¥â á®î§ã "¨«¨".
∗∗)disjunctio - à §«¨ç¨¥ (« â.)
�¬¯«¨ª æ¨ï. ***) �ãáâì a, b - ­¥ª®â®àë¥ ¢ëáª §ë¢ ­¨ï. �¬¯«¨ª æ¨¥© a ¨ b

­ §ë¢ ¥âáï ¢ëáª §ë¢ ­¨¥, ®¡®§­ ç ¥¬®¥ a → b( ¨«¨ a ⊃ b) (ç¨â ¥âáï "a ¢«¥ç¥â b", "
¨§ a á«¥¤ã¥â b", "¥á«¨ a, â® b"), §­ ç¥­¨¥ ª®â®à®£® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ¡«¨æ¥©

a b a → b
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

�§ â ¡«¨æë á«¥¤ã¥â, çâ® ¨¬¯«¨ª æ¨ï ¨¬¥¥â «®¦­®¥ §­ ç¥­¨¥ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  ¯®áë«ª  ¨¬¥¥â ¨áâ¨­­®¥ §­ ç¥­¨¥,   § ª«îç¥­¨¥ - «®¦­®¥ §­ ç¥­¨¥.

***) implico - â¥á­® á¢ï§ ­ë (« â).
� ¯®¬®éìî ¢¢¥¤¥­­ëå ®¯¥à æ¨©, ¬ë ¬®¦¥¬ áâà®¨âì á«®¦­ë¥ ¢ëáª §ë¢ ­¨ï,

¨áå®¤ï ¨§ ¯à®áâ¥©è¨å a, b, c, . . . . � ¯à¨¬¥à, à áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¥¥ ¢ëáª §ë¢ ­¨¥
A(a, b, c) = (a · b → c) ∨ (�c · a). �®áâà®¨¬ ¤«ï ­¥£® â ¡«¨æã ¨áâ¨­­®áâ¨

a b c A(a, b, c)
1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 1
1 0 0 1
0 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 0
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�«®¦­®¥ ¢ëáª §ë¢ ­¨¥A(a1, . . . , an), § ¢¨áïé¥¥ ®â ¯à®áâ¥©è¨åa1, . . . , an, ­ §ë¢ -
¥âáï â®¦¤¥áâ¢¥­­® ¨áâ¨­­ë¬ («®¦­ë¬), ¥á«¨ ¯à¨ «î¡ëå §­ ç¥­¨ïåa1, . . . , an A(a1, . . . an)
¯à¨­¨¬ ¥â¨áâ¨­­®¥ («®¦­®¥) §­ ç¥­¨¥. � ¯à¨¬¥à, (a → b) ∨ (a�b) - â®¦¤¥áâ¢¥­­®
¨áâ¨­­®¥ ¢ëáª §ë¢ ­¨¥,   ((a → b) → c) · (a → b) · �c - â®¦¤¥áâ¢¥­­® «®¦­®¥ ¢ëáª §ë-
¢ ­¨¥.

�¢  á«®¦­ëå ¢ëáª §ë¢ ­¨ï A(a1, . . . , an) ¨ B(a1, . . . , an) ­ §®¢¥¬ íª¢¨¢ «¥­â­ë-
¬¨, ¥á«¨ ¯à¨ «î¡ëå §­ ç¥­¨ïå ¯¥à¥¬¥­­ëå a1, . . . , an §­ ç¥­¨ï A ¨ B á®¢¯ ¤ îâ, â.¥.
A ¨ B ¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢ë¥ â ¡«¨æë ¨áâ¨­­®áâ¨ (¢ ®¡®§­ ç¥­¨¨,A ≡ B ¨«¨ A ∼ B.)
� ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ A- â®¦¤¥áâ¢¥­­® ¨áâ¨­­®¥ ¢ëáª §ë¢ ­¨¥, â® A ≡ 1. �¥£ª® ¢¨¤¥âì,
â ª¦¥, çâ® a ∨ b ≡ �a · �b. �¨­ à­®¥ ®â­®è¥­¨¥ "≡" ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ á«®¦­ëå ¢ëáª -
§ë¢ ­¨© ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤­®, ®â­®è¥­¨¥¬ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨. �­® à §¡¨¢ ¥â ¬­®¦¥-
áâ¢® ¢á¥å ¢ëáª §ë¢ ­¨© ­  ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ª« ááë íª¢¨¢ «¥­â­ëå ¢ëáª §ë¢ ­¨©.
�­®¦¥áâ¢® íâ¨å ª« áá®¢, ­ §ë¢ ¥¬®¥  «£¥¡à®© �¨­¤¥­¡ ã¬ -� àáª®£®, ¬®¦­® ®â®-
¦¤¥áâ¢¨âì á ¬­®¦¥áâ¢®¬ â.­. ¡ã«¥¢ëå äã­ªæ¨©, â.¥. äã­ªæ¨©f(x1, . . . , xn),  à£ã¬¥­-
âë ¨ §­ ç¥­¨¥ ª®â®àëå ¯à¨­ ¤«¥¦ â ¬­®¦¥áâ¢ã {0, 1}. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ P2 - ¬­®-
¦¥áâ¢® ¢á¥å ¡ã«¥¢ëå äã­ªæ¨©. �®£¤ , á®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î,  «£¥¡à  �¨­¤¥­¡ ã¬ -
� àáª®£® á®¤¥à¦¨âáï ¢ P2. �®§¤­¥¥ ¬ë ¤®ª ¦¥¬ ¨å á®¢¯ ¤¥­¨¥.

�¯à ¦­¥­¨ï.
1. �®ª § âì á«¥¤ãîé¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨
 )a ∨ �b ≡ (a → ((b 7→ a) → �b)) → (b → a);
¡)(a · �b) ∨ �c ∨ b ≡ a ∨ �c ∨ b;
¢)a → (b → a · b) ≡ 1;
2. �ãâ¥è¥áâ¢¥­­¨ª ­ å®¤¨âáï ¢ ®¤­®¬ ¨§ £®à®¤®¢ A ¨«¨ B, ­® ¢ ª ª®¬ ¨¬¥­­®

- ¥¬ã ­¥¨§¢¥áâ­®. �¨â¥«¨ A £®¢®àïâ ¯à ¢¤ã,   ¦¨â¥«¨ B ¢á¥£¤  «£ãâ. �­ § ¤ ¥â
á®¡¥á¥¤­¨ªã ®¤¨­ ¢®¯à®á, ­  ª®â®àë© ¬®¦¥â ¯®«ãç¨âì ®â¢¥â "¤ " ¨«¨ "­¥â", ¯à¨ç¥¬
®â¢¥â ¥£® á®¡¥á¥¤­¨ª  ¬®¦¥â ï¢«ïâìáï ¯à ¢¤®© ¨«¨ «®¦ìî (ç¥¬ ¨¬¥­­®, ¥¬ã ­¥¨§-
¢¥áâ­®). �à¨¤ã¬ âì ¢®¯à®á, ¯® ®â¢¥âã ­  ª®â®àë© ¬®¦­® ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«¨âì
£®à®¤, ¢ ª®â®à®¬ ­ å®¤¨âáï ¯ãâ¥è¥áâ¢¥­­¨ª.
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§2. �ã«¥¢ë äã­ªæ¨¨.

�ãáâì E = {0, 1} ¨ P2 = {f ; f : En → E} - ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¡ã«¥¢ëå äã­ªæ¨© (¨«¨
äã­ªæ¨©  «£¥¡àë «®£¨ª¨). � ¦¤ ï äã­ªæ¨ï f(x1, . . . , xn) - ¯®«­®áâìî ®¯à¥¤¥«¥­ 
á¢®¥© â ¡«¨æ¥© §­ ç¥­¨©

x1 x2 . . . xn−1 xn f(x1, . . . , xn)
0 0 . . . 0 0 f(0, 0, . . . , 0)
0 0 . . . 0 1 f(0, 0, . . . , 0, 1)
0 0 . . . 1 0 f(0, 0, . . . , 1, 0)
0 0 . . . 1 1 f(0, 0, . . . , 1, 1)
... ... ... ... ... ...
1 1 . . . 1 1 f(1, 1, . . . , 1, 1)

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 1. �¨á«® ¢á¥å äã­ªæ¨© ¨§ P2, § ¢¨áïé¨å ®â n ¯¥à¬¥­­ëå à ¢­®
22n

.
�®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤ã¥â ¨§ á«¥¤ãîé¨å «¥¬¬.
�¥¬¬  1. �ãáâì A1, . . . , Ak - ª®­¥ç­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  ¨ |Ai| = ai, i ≤ k. �®£¤ 

¬®é­®áâì ¯àï¬®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï A1 × . . .× An à ¢­  a1a2 . . . ak.
�®ª § â¥«ìáâ¢® ®ç¥¢¨¤­®.
� ç áâ­®áâ¨, |En| = 2n.
�¥¬¬  2. �­®¦¥áâ¢® ¢á¥å äã­ªæ¨© {f ; f : A → B} ¬®¦­® ®â®¦¤¥áâ¢¨âì á∏

a∈A
Ba £¤¥ Ba = B. � ç áâ­®áâ¨, ¬®é­®áâì íâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  à ¢­  |B||A|, ¥á«¨ A ¨ B

- ª®­¥ç­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢®.
�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ f - ®â®¡à ¦¥­¨¥ A ¢ B, â® f ¬®¦­® ®â®¦¤¥áâ¢¨âì á ã¯®àï-

¤®ç¥­­ë¬ ­ ¡®à®¬ í«¥¬¥­â®¢

f = (f(a1), f(a2), . . . , f(am)),

£¤¥ A = {a1, a2, . . . , am}, f(ai) ∈ B, i ≤ m. �¥à­® ¨ ®¡à â­®¥. �«ï «î¡®£® ­ ¡®à 
(b1, . . . , bm) ∈ ∏

a∈A
Ba áãé¥áâ¢ã¥â äã­ªæ¨ï g : A → B â ª ï, çâ® g(a1) = b1, . . . , g(am) =

bm. � ¢¥­áâ¢® | ∏
a∈A

Ba| = |B||A| á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 1.
�®«®¦¨¬ ¢ «¥¬¬¥ 2 A = En ¨ B = E. �®£¤  ¬®é­®áâì ¢á¥å ¡ã«¥¢ëå äã­ªæ¨© ®â

n ¯¥à¥¬¥­­ëå à ¢­  22n
.

�à¨¢¥¤¥¬ ­¥ª®â®àë¥ ¯à¨¬¥àë ¡ã«¥¢ëå äã­ªæ¨©:
1) f1(x) = 0 - ª®­áâ ­â  0; 2) f2(x) = 1 - ª®­áâ ­â  1; 3) f3(x) = x - â®¦¤¥áâ¢¥­-

­ ï äã­ªæ¨ï; 4) f4(x) = �x -®âà¨æ ­¨¥ x (ç¨â ¥âáï "­¥ x"); 5) f5(x1, x2) = x1 · x2-
ª®­êî­ªæ¨ï x1 ¨ x2; 6)f6(x1, x2) = x1 ∨ x2 - ¤¨§êî­ªæ¨ï x1 ¨ x2; 7)f7(x1, x2) = x1 →
x2 ¨¬¯«¨ª æ¨ï x1 ¨ x2; 8)f8(x1, x2) = (x1 + x2) - á«®¦¥­¨¥ ¯® mod 2;9)f9(x1, x2) =
x1|x2 - äã­ªæ¨ï �¥ää¥à .

x1 x2 x1 + x2 (x1|x2) x1 · x2 x1 ∨ x2 x1 → x2
0 0 0 1 0 0 1
0 1 1 1 0 1 1
1 0 1 1 0 1 1
1 1 0 0 1 1 1

�á­®, çâ® x1 · x2 = min(x1, x2) ¨ x1 ∨ x2 = max(x1, x2).
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�ãáâì X = {x2, x2, . . .} -áç¥â­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨
∨

= {fi(xµ(i,1), . . . , xµ(i,ni)); i ∈ I}

- ª®­¥ç­ ï ¨«¨ áç¥â­ ï á®¢®ªã¯­®áâì äã­ªæ¨©  «£¥¡àë «®£¨ª¨ (µ(n,m) - æ¥«®ç¨-
á«¥­­ ï äã­ªæ¨ï ¯à¨­¨¬ îé ï ¯à¨ «î¡®¬ ä¨ªá¨à®¢ ­®¬n à §«¨ç­ë¥ ­ âãà «ì­ë¥
§­ ç¥­¨ï ¯à¨ à §«¨ç­ëå m). �¢¥¤¥¬ ¯®­ïâ¨¥ ä®à¬ã«ë ­ ¤ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ∨

.
�¯à¥¤¥«¥­¨¥.
 ) ª ¦¤ ï äã­ªæ¨ï fi ∈ ∨

, i ∈ I, ï¢«ï¥âáï ä®à¬ã«®© ­ ¤ ∨
.

¡) ¥á«¨ f(x1, . . . , xn) ∈ ∨ ¨ φ1, . . . , φn - «¨¡® ä®à¬ã«ë ­ ¤ ∨
, «¨¡® ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ¨§

X, â® f(φ1, . . . , φn) - ä®à¬ã«  ­ ¤ ∨
.

� ¦¤®© ä®à¬ã«¥ ­ ¤ ∨ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ áâ ¢¨âáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ äã­ªæ¨ï
 «£¥¡àë «®£¨ª¨. �á­®, çâ® äã­ªæ¨ï à¥ «¨§ãîé ï ä®à¬ã«ã ï¢«ï¥âáï áã¯¥à¯®§¨æ¨¥©
äã­ªæ¨© ¨§ ∨

.
�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �¢¥ ä®à¬ã«ë A ¨ B ­ §ë¢ îâáï íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨, ¥á«¨ ¨¬ á®-

®â¢¥âáâ¢ãîâ à ¢­ë¥ äã­ªæ¨¨ (¢ ®¡®§­ ç¥­¨¨,A ≡ B ¨«¨ A = B).
�à¨¢¥¤¥¬ ®á­®¢­ë¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨.
1. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ (x1 ◦ x2) «î¡ãî ¨§ äã­ªæ¨© x1 · x2, x1 ∨ x2, x1 + x2. �®£¤ 

á¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨:
 ) (x1 ◦ x2) ◦ x3 = x1 ◦ (x2 ◦ x3) (á¢®©áâ¢®  áá®æ¨ â¨¢­®áâ¨);
¡) (x1 ◦ x2) = (x2 ◦ x1) á¢®©áâ¢® ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨);
¢) x1 · (x2 ∨ x3) = (x1 · x2) ∨ (x1 · x3)x1 ∨ (x2 · x3) = (x1 ∨ x2) · (x1 ∨ x3) - á¢®©áâ¢ 

¤¨áâà¨¡ãâ¨¢­®áâ¨;
£) x ∨ y = �x · �y, x → y = �x ∨ y, x · y = �x ∨ �y, �x = x;
¤) x · x = x, x ∨ x = x (¨¤¥¬¯®â¥­â­®áâì);
¥) x ∨ (x · y) = x, a · (a ∨ b) = a - á¢®©áâ¢  ¯®£«®é¥­¨ï,
¦)a · �a = 0 - (§ ª®­ ¯à®â¨¢®à¥ç¨ï), a∨ �a = 1 - (§ ª®­ ¨áª«îç¨â¥«ì­®£® âà¥âì¥£®).
�®ª ¦¥¬, ­ ¯à¨¬¥à, íª¢¨¢ «¥­â­®áâì x → y = �x ∨ y.
�¬¥¥¬,

x y x → y �x ∨ y
0 0 1 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 1 1 1

�®à¬ã«ë, ¢ ¯®áâà®¥­¨¨ ª®â®àëå ãç áâ¢ãîâ äã­ªæ¨¨ ∨, ·, -, á®¤¥à¦ â áª®¡ª¨.
� æ¥«ìî ã¬¥­ìè¥­¨ï ç¨á«  áª®¡®ª ¢ § ¯¨á¨ ä®à¬ã«ë, ¢¢¥¤¥¬ ¯®àï¤®ª ¤¥©áâ¢¨©,
áç¨â ï, çâ® ¢­ ç «¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï "-", § â¥¬ "·" ¨ ¤ «¥¥ "∨ ".

� ¯à¨¬¥à, ä®à¬ã«ã (x · y · �z)∨ (�x · (yz)) ¬®¦­® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ x · y · �z ∨ �x · y · z.
�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �ã­ªæ¨ï f ∗(x1, . . . , xn) = �f(�x1, . . . , �xn) ­ §ë¢ ¥âáï ¤¢®©áâ¢¥­­®©

ª äã­ªæ¨¨ f(x1, . . . , xn). �á­®, çâ® (f ∗)∗ = f ¨ 0 ¤¢®©áâ¢¥­­  1, 1 ¤¢®©áâ¢¥­­  0, x
¤¢®©áâ¢¥­­  x, �x ¤¢®©áâ¢¥­­  �x, x1 ·x2 ¤¢®©áâ¢¥­­  x1∨x2, x1∨x2 ¤¢®©áâ¢¥­­  x1 ·x2.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥. �ãáâì φ = f(f1(x11, . . . , x1n1), . . . , fm(xm1, . . . , xmnm)). �®£¤  φ∗ =
f ∗(f ∗1 (x11, . . . , x1n1), . . . , f ∗m(xm1, . . . , xmnm)).

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, á®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¤¢®©áâ¢¥­­®© äã­ªæ¨¨, ¨¬¥¥¬

φ∗ = �f(f1(�x11, . . . , �x1n1), . . .) =

= �f( �f ∗1 , . . . , �f ∗m) = f ∗(f ∗1 (x11, . . . , x1n1), . . . , f ∗m(xm1, . . .)).
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�§ íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï á«¥¤ã¥â á«¥¤ãîé¨© ¯à¨­æ¨­ ¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨ ¤«ï ä®à¬ã«
­ ¤ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ∨

= {0, 1, �x, x1 · x2, x1 ∨ x2} :
¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï ä®à¬ã«ë A∗, ¤¢®©áâ¢¥­­®© ª ä®à¬ã«¥ A, ­¥®¡å®¤¨¬® ¢ A § ¬¥­¨âì
0 ­  1, 1 ­  0, "·" ­  "∨", "∨" ­  "·". � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ A = �x1x2 ∨ x1�x2, â® A∗ =
�x1 · �x2 ∨ �x1 · �x2 = x1�x2 ∨ �x1x2 = (x1�x2) · (�x1 · x2) = (�x1 ∨ x2) · (x1 ∨ �x2).

�®«®¦¨¬, ¤ «¥¥, xτ =
{

x, τ = 1
�x, τ = 0.

�®£¤ , ®ç¥¢¨¤­®, çâ®xτ1
1 xτ2

2 . . . xτn
n = 1 ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨x1 = τ1, x2 =

τ2, . . . , xn = τn. �§ íâ®£® § ¬¥ç ­¨ï á«¥¤ã¥â á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ® à §«®¦¥­¨¨
¯à®¨§¢®«ì­®© ¡ã«¥¢®© äã­ªæ¨¨.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥. �ãáâì f(x1, . . . , xm) ∈ P2 ¨ n ≤ m. �®£¤ 

f(x1, . . . , xm) =
∨

(τ1, ...τn)
xτ1

1 . . . xτn
n f(τ1, . . . , τn, xn+1, . . . , xm).

� ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ n = m ¨ f 6= 0, â® f(x1, . . . , xm) = ∨
f(τ1,...,τm)=1

xτ1
1 . . . xτm

m .

�ª § ­­®¥ à §«®¦¥­¨¥ ­ §ë¢ ¥âáï á®¢¥àè¥­­®© ¤¨§êî­ªâ¨¢­®© ­®à¬ «ì­®© ä®à-
¬®© (á.¤.­.ä.) äã­ªæ¨¨ f.

�à¨¬¥à. � áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîéãî äã­ªæ¨î.

x y z f(x, y, z)
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

�â¬¥â¨¬ ­ ¡®àë, ¯à¨ ª®â®àëå f = 1 : (0, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 1, 1). �«¥¤®¢ -
â¥«ì­®, f = �x�y�z ∨ �zy�z ∨ �xyz ∨ xyz.

�á«¨ f § ¢¨á¨â ®â x1, . . . , xn, â® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ xτ1
1 . . . xτn

n ­ §ë¢ ¥âáï í«¥¬¥­â à­®©
ª®­êî­ªæ¨¥©. �.¥. ª ¦¤ ï äã­ªæ¨ï f 6= 0 ï¢«ï¥âáï ¤¨§êî­ªæ¨¥© ­¥ª®â®àëå í«¥-
¬¥­â à­ëå ª®­êî­ªæ¨©. �®«®¦¨¬ ¢ ¯®á«¥¤­¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨n = 1. �®£¤ 

f(x1, . . . , xm) = x1f(1, x2, . . . , xm) ∨ �x1f(0, x2, . . . , xm).

�¥®à¥¬  1. � ¦¤ ï ¡ã«¥¢  äã­ªæ¨ï ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ëà ¦¥­  ¢ ¢¨¤¥ ä®à¬ã«ë
ç¥à¥§ ®âà¨æ ­¨¥, ª®­êî­ªæ¨î ¨ ¤¨§êî­ªæ¨î.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ f = 0, â® f = x1 · �x1. �á«¨ f 6= 0, â®

f(x1, . . . , xn) =
∨

f(τ1,...,τn)=1
xτ1

1 . . . xτn
n .

� ç áâ­®áâ¨,  «£¥¡à  �¨­¤¥­¡ ã¬ -� àáª®£® á®¢¯ ¤ ¥â áP2.
�ãáâì f 6≡ 1. �®£¤  f ∗(x1, . . . , xn) = �f(�x1, . . . , �xn) 6= 0. �à¥¤áâ ¢¨¬ f ∗ ¢ ¢¨¤¥

á.¤.­.ä.. �¬¥¥¬, f ∗(x1, . . . , xn) = ∨
f∗(τ1,...,τn)=1

xτ1
1 . . . xτn

n . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, f(x1, . . . , xn) =
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∧
f(�τ1,...,�τn)=0

(xτ1
1 ∨ . . .∨xτn

n ) = ∧
f(τ1,...,τn)=0

(x�τ1
1 ∨ . . .∨x�τn

n ). �®«ãç¥­­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ äã­ª-
æ¨¨ f 6≡ 1 ¢ ¢¨¤¥ ª®­êî­ªæ¨¨ í«¥¬¥­â à­ëå ¤¨§êî­ªæ¨© ­ §ë¢ ¥âáï á®¢¥àè¥­­®©
ª®­êî­ªâ¨¢­®© ­®à¬ «ì­®© ä®à¬®© (á.ª.­.ä.).

� ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ f - ä®à¬ã«  ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯à¨¬¥à , â® ®â¬¥â¨¬ á­ ç «  ­ ¡®-
àë, ¯à¨ ª®â®àëå f = 0 : (0.0.1), (1, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 0). �® ª ¦¤®¬ã ­ ¡®àã áâà®¨¬
í«¥¬¥­â à­ãî ¤¨§êî­ªæ¨î: x1∨x2∨�x3, �x1∨x2∨x3, �x1∨x2∨�x3, �x1∨�x2∨x3. �®­êî­ªæ¨ï
¯®«ãç¥­­ëå ¤¨§êî­ªæ¨© ¨ ¡ã¤¥â á.ª.­.ä. ¤«ïf.

�¯à¥¤¥«¥­¨ï. 1) �ãáâì ∨ ⊆ P2. �­®¦¥áâ¢® äã­ªæ¨© [∨], á®áâ®ïé¥¥ ¨§ áã¯¥à¯®-
§¨æ¨© äã­ªæ¨© ¨§ ∨

, ­ §ë¢ ¥âáï § ¬ëª ­¨¥¬ ∨
. �á«¨ ¦¥ ∨ = [∨], â® ∨ ­ §ë¢ ¥âáï

§ ¬ª­ãâë¬ ª« áá®¬ äã­ªæ¨©; 2) �ãáâì ∨ - § ¬ª­ãâë© ª« áá. �®¤¬­®¦¥áâ¢® B ⊆ ∨

­ §ë¢ ¥âáï ¯®«­ë¬ ¢ ∨
, ¥á«¨ [B] = ∨; 3) �®«­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® B § ¬ª­ãâ®£® ª« á-

á  ∨ ­ §ë¢ ¥âáï ¡ §¨á®¬ ∨
, ¥á«¨ ­¨ª ª®¥ á®¡áâ¢¥­­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® B ­¥ ï¢«ï¥âáï

¯®«­ë¬ ¢ ∨
.

�§ â¥®à¥¬ë 1 á«¥¤ã¥â, çâ® {�x, x · y, x∨ y} - ¯®«­ ï á¨áâ¥¬  äã­ªæ¨© ¢ P2. � ª ª ª
xy = �x ∨ �y ¨ x ∨ y = �x · �y, â® {�x, x ∨ y} ¨ {�x, x · y} â®¦¥ ¯®«­ë¥ á¨áâ¥¬ë (¯à¨ íâ®¬,
ï¢«ïîé¨¥áï ¡ §¨á ¬¨ ¢ P2). � ª ª ª, (x|x) = �x ¨ x∨ y = (x|x)|(y|y), â® {x|y} - ¡ §¨á
P2.

� ¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® 1) ∨ ⊆ [∨]; 2)[[∨]] = [∨]; 3) ¥á«¨ ∨
1 ⊆

∨
2, â® [∨1] ⊆ [∨2]; 4)

§ ¬ëª ­¨¥ ª« áá  ∨ = {�x} á®áâ®¨â ¨§ äã­ªæ¨© {xi, �xj} ¨ ­¥ á®¢¯ ¤ ¥â á ∨
.

� ª ª ª x+1 = �x, â® ¬­®¦¥áâ¢® {0, 1, x1 +x2, x1 ·x2} ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬ ¨ ¥£® § ¬ë-
ª ­¨¥ á®áâ®¨â ¨§ ¢ëà ¦¥­¨© ¢¨¤ a◦+

n∑
i=1

aixi+
∑

1≤i<j≤n
aijxixj+. . .+ ∑

1≤i1<...<ik≤n
a(i)xi1 . . . xik .

� ª ª ª a(i) = 0, 1, â® ç¨á«® â ª¨å ¢ëà ¦¥­¨© ®ân ¯¥à¥¬¥­­ëå ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 22n
.

�â¨ ¢ëà ¦¥­¨ï ­ §ë¢ îâáï ¬­®£®ç«¥­ ¬¨ �¨£ «ª¨­ . �ç¨âë¢ ï, çâ®|P (n)
2 | = 22n

,
¬ë ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã.

�¥®à¥¬  2. � ¦¤ ï äã­ªæ¨ï ¨§ P2 ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ëà ¦¥­  ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à -
§®¬ ¢ ¢¨¤¥ ¬­®£®ç«¥­  �¥£ «ª¨­ .

� ¯à¨¬¥à, x1 ∨ x2 = x1 + x2 + x1x2 ¨ x1 → x2 = x1x2 + x1 + 1.
�áâ®à¨ç¥áª ï á¯à ¢ª . �¥£ «ª¨­ �¢ ­ �¢ ­®¢¨ç (1869-1947) - á®¢¥âáª¨©

¬ â¥¬ â¨ª. �£® ¬ £¨áâ¥àáª ï ¤¨áá¥àâ æ¨ï "�à ­áä¨­¨â­ë¥ ç¨á« " (1907£.) ¡ë« 
¯¥à¢®© àãááª®© ¬®­®£à ä¨¥© ¯® â¥®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢. �áá«¥¤®¢ « ¡ã«¥¢ë äã­ªæ¨¨ ¨
¢®¯à®áë à §à¥è¨¬®áâ¨ ( «£®à¨â¬¨ç¥áª¨¥ ¯à®¡«¥¬ë).

§3. �¥®à¥¬  ® ¯®«­®â¥.

�à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥àë ­¥ª®â®àëå § ¬ª­ãâëå ª« áá®¢ ¢P2.
1. �ãáâì To = {f(x1, . . . , xn) ∈ P2; f(0, . . . , 0) = 0} - ¬­®¦¥áâ¢® äã­ªæ¨©, á®åà -

­ïîé¨å ª®­áâ ­âã 0. �á«¨ f(x1, . . . , xn), f1, . . . , fn ∈ To, â®, ¯®¤áâ ¢«ïï ¢ äã­ªæ¨î
φ = f(f1, . . . , fn) ¢¬¥áâ® ¯¥à¥¬¥­­ëå ª®­áâ ­âã 0, ¨¬¥¥¬

φ(0, 0, . . . , 0) = f(f1(0, . . . , 0), . . . , fn(0, . . . , 0)) = f(0, . . . , 0) = 0.

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, To = [To] -§ ¬ª­ãâë© ª« áá. �á­®, çâ® 0, x, x1 · x2, x1 ∨ x2, x1 +
x2 ¯à¨­ ¤«¥¦ â To ¨ (x1 → x2) 6∈ To. � ¦¤ ï äã­ªæ¨ï ®â n ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ To ®¤-
­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ ­  ­ ¡®à å ­¥ à ¢­ëå (0, 0, . . . , 0) ( ¨å
ç¨á«® à ¢­® 2n − 1). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ç¨á«® â ª¨å äã­ªæ¨© à ¢­® 22n−1. �§ â¥-
®à¥¬ë 2 ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ à £à ä  á«¥¤ã¥â, çâ® {x1 + x2, x1 · x2} − ¡ §¨á To. �¥©-
áâ¢¨â¥«ì­®, § ¬ëª ­¨¥ íâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¥áâì To. � ¤àã£®© áâà®ª¨, ®ç¥¢¨¤­®, çâ®
x1 · x2 6∈ [x1 + x2] ¨ x1 + x2 6∈ [x1 · x2].
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2. �ãáâì T1 = {f(x1, . . . , xn) ∈ P2; f(1, 1, . . . , 1) = 1} - ¬­®¦¥áâ¢® äã­ªæ¨©,
á®åà ­ïîé¨å ª®­áâ ­âã 1. �®£¤ , ¯®  ­ «®£¨¨ á ¯.1, T1 - § ¬ª­ãâë© ª« áá, á®-
¤¥à¦ é¨© ­ ¯à¨¬¥à, äã­ªæ¨¨ x1 · x2, 1, x ¨ ­¥ á®¤¥à¦ é¨© �x. �¨á«® äã­ªæ¨© ®â
n ¯¥à¥¬¥­­ëå ¢ T1 à ¢­® 22n

/2. �ª ¦¥¬ ¡ §¨á T1. �á­®, çâ® A = {x1 · x2, x1 →
x2} ⊆ T1. �¬¥¥¬, x1 ∨ x2 = (x1 → x2) → x2 ∈ [A]. �ãáâì f(x1, . . . , xn) ∈ T1. �á«¨
f = 1, â® f = x → x ∈ [A]. �ãáâì f 6= 1. �®£¤  ¯à¥¤áâ ¢¨¬ f ¢ ¢¨¤¥ á.ª.­.ä.
f(x1, . . . , xn) = ∧

f(τ1,...,τn)=0
(x�τ1

1 ∨ . . . ∨ x�τn
n ). � ª ª ª f(1, . . . , 1) = 1, â® áà¥¤¨ í«¥¬¥­-

â à­ëå ¤¨§êî­ªæ¨© ®âáãâáâ¢ã¥â ¬­®¦¨â¥«ì (�x1 ∨ �x2 ∨ . . . ∨ �xn). � ¢¨¤ã à ¢¥­áâ¢
x1∨ �x2 = x2 → x1, x1∨ �x2∨ �x3 = (x2 → x1)∨ �x3 = x3 → (x2 → x1), x1∨x2 = (x1 → x2) →
x2, ¨¬¥¥¬, çâ®, f ∈ [A], â.¥. T1 = [A]. � ª ª ª x1 ·x2 ∈ To, â® x1 → x2 6∈ [x1 ·x2]. � ¬¥-
â¨¬, çâ® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© äã­ªæ¨¨g(x1, . . . , xm) ∈ [x1 → x2] áãé¥áâ¢ã¥â ¯¥à¥¬¥­­ ï
xi â ª ï, çâ® g(x1, . . . , xm) ≥ xi. � ª ª ª (x1 · x2) íâ®¬ã ãá«®¢¨î ­¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â, â®
x1 · x2 6∈ [x1 → x2]. �â ª A = {x1 · x2, x1 → x2} − ¡ §¨á T1.

3. �ãáâì S = {f ∈ P2; f ∗ = f} = {f ∈ P2; f(�x1, . . . , �xn) = �f(x1, . . . , xn)} - ª« áá ¢á¥å
á ¬®¤¢®©áâ¢¥­­ëå äã­ªæ¨©. �á­®, çâ®x, �x ∈ S. � áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î h(x1, x2, x3) =
x1x2∨x2x3∨x1x3. �¬¥¥¬, h∗(x1, x2, x3) = �x1�x2 ∨ �x1�x3 ∨ �x2�x3 = (�x1�x2) · (�x1�x3) · (�x2�x3) =
(x1 ∨ x2)(x1 ∨ x3)(x2 ∨ x3) = (x1 ∨ x2x3)(x2 ∨ x3) = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3 = h(x1, x2, x3).
�«¥¤®¢ â¥«ì­®, h ∈ S.

�®ª ¦¥¬, çâ® [S] = S, â.¥. S - § ¬ª­ãâë© ª« áá. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì

f(x1, . . . , xn), f1, . . . , fn ∈ S ¨ φ = f(f1, . . . , fn).

�®£¤  φ∗ = f ∗(f ∗1 , . . . , f ∗n) = f ∗(f1, . . . , fn) = f(f1, . . . , fn) = φ ∈ S. � ª ª ª ¤«ï á ¬®-
¤¢®©áâ¢¥­­®© äã­ªæ¨¨ f ∈ S ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® f(α1, . . . , αn) = �f(�α1, . . . , �αn),
â® á ¬®¤¢®©áâ¢¥­­ ï äã­ªæ¨ï ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ ­  ¯¥à-
¢®© ¯®«®¢¨­¥ áâà®ª á¢®¥© â ¡«¨æë ¨áâ¨­­®áâ¨. �.¥. ç¨á«® ¢á¥å á ¬®¤¢®©áâ¢¥­­ëå
äã­ªæ¨©, § ¢¨áïé¨å ®â n ¯¥à¥¬¥­­ëå à ¢­® 22n−1 =

√
22n . � ¬¥â¨¬, çâ® (x + y +

z), x�y ∨ x · �z ∨ �y · �z ∈ S ¨ ¤®ª ¦¥¬, çâ® äã­ªæ¨ï x · �y ∨ x · �z ∨ �y · �z ®¡à §ã¥â ¡ §¨á S.
�ãáâì f(x1, . . . , xn) ∈ S. �®£¤  f(x1, . . . , xn) = x1 · f(1, x2, . . . , xn) ∨ �x1 �f(1, �x2, . . . , �xn).
�ã­ªæ¨ï g(x2, . . . , xn) = f(1, x2, . . . , xn) ¯®à®¦¤ ¥âáï äã­ªæ¨¥© �¥ää¥à  x|y. �«¥-
¤®¢ â¥«ì­®, f ¯®à®¦¤ ¥âáï äã­ªæ¨¥© x1(x|y)∨ �x1(�x|�y) = x1�x∨x1 · �y∨ �x · �y. �â ª , S =
[x1�x2 ∨ x1�x3 ∨ �x2�x3].

�¥¬¬  1. �ãáâì f(x1, . . . , xn) 6∈ S. �®£¤  ¨§ f ¯ãâ¥¬ ¯®¤áâ ­®¢ª¨ äã­ªæ¨© x ¨ �x
¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ª®­áâ ­âã.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãé¥áâ¢ã¥â ­ ¡®à (α1, . . . , αn) â ª®©, çâ®

f(α1, . . . , αn) = f(�α1, . . . , �αn).

� áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î
g(x) = f(xα1, xα2, . . . , xαn).

�®£¤  g(0) = f(0α1, . . . , 0αn) = f(�α1, . . . , �αn) = f(α1, . . . , αn) = f(1α1, . . . , 1αn) = g(1) -
ª®­áâ ­â . �¥¬¬  ¤®ª § ­ .

4. �¢¥¤¥¬ ®â­®è¥­¨¥ ç áâ¨ç­®£® ¯®àï¤ª  ­  ¬­®¦¥áâ¢¥n-®ª En, £¤¥ E = {0, 1}.
�ª ¦¥¬, çâ® (α1, . . . , αn) ≤ (β1, . . . , βn), ¥á«¨ α1 ≤ β1, . . . , αn ≤ βn. �ã­ªæ¨ï f(x1, . . . , xn)
­ §ë¢ ¥âáï ¬®­®â®­­®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå ­ ¡®à®¢ (α1, . . . , αn), (β1, . . . , βn) â ª¨å, çâ®
(α1, . . . , αn) ≤ (β1, . . . , βn), ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ­¥à ¢¥­áâ¢® f(α1, . . . , αn) ≤ f(β1, . . . , βn).
�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ M ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬®­®â®­­ëå äã­ªæ¨©. �à®¢¥à¨¬ ¥£® § ¬ª­ã-
â®áâì. �ãáâì

f(x1, . . . , xn), f1, . . . , fn ∈ M ¨
φ(x11, . . . , x1m1, . . . , xn1, . . . , xnmn) = f(f1, . . . , fn) ∈ [M ].
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�ãáâì ~α = (α11, . . . , αnmn) ≤ �β = (β11, . . . , βnmn). �®£¤ 

φ(~α) = f(f1(α11, . . . , α1n1), . . . , fn(αn1, . . . , αnmn)) ≤

≤ f(f1(β11, . . . , β1n1), . . . , fn(βn1, . . . , βnmn)) = φ( ~β) ¨ φ ∈ M.

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, M - § ¬ª­ãâë© ª« áá. �á­®, çâ®{x1∨x2, x1 ·x2, 0, 1, x} ⊆ M ¨ �x 6∈ M.
�®ª ¦¥¬, çâ® B = {x1 ∨ x2, x1 · x2, 0, 1} − ¡ §¨á M. �ãáâì f(x1, . . . , xn) ∈ M. �á«¨
n = 0, â® f - ª®­áâ ­â  ¨ á«¥¤®¢ â¥«ì­®, f ∈ B. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢á¥ ¬®­®â®­­ë¥
äã­ªæ¨¨ ®â ­¥ ¡®«¥¥, ç¥¬ (n − 1)-© ¯¥à¥¬¥­­®© ¯à¨­ ¤«¥¦ â [B]. �®ª ¦¥¬, çâ®
f ∈ [B]. �¬¥¥¬ à §«®¦¥­¨¥

f(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn−1, 1)xn ∨ f(x1, . . . , xn−1, 0)�xn.

�ã­ªæ¨¨ ϕ = f(x1, . . . , xn−1, 1) ¨ ψ = f(x1, . . . , xn−1, 0) ï¢«ïîâáï áã¯¥à¯®§¨æ¨ï¬¨
¬®­®â®­­ëå ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, á ¬¨ ï¢«ïîâáï ¬®­®â®­­ë¬¨. � ¬¥â¨¬, çâ®f = ϕ ·
xn ∨ ψ. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì ~α = (α1, . . . , αn) - â ª®© ­ ¡®à, çâ® (ϕxn ∨ ϕ)(~α) = 0.
�®£¤  ψ(α1, . . . , αn−1) = 0 ¨ «¨¡® αn = 0, «¨¡® ϕ(α1, . . . , αn−1) = 0. �«¥¤®¢ â¥«ì­®
f(~α) = 0. �¡à â­®, ¥á«¨ f( ~β) = 0, £¤¥ ~β = (β1, . . . , βn). �®£¤ 

ϕ(β1, . . . , βn−1)βn = 0 ¨

ψ(β1, . . . , βn−1) �βn = 0.
�á«¨

βn = 0, â® (ϕxn ∨ ψ)( ~β) = 0.
�á«¨

βn = 1, â® ϕ(β1, . . . , βn−1) = f(β1, . . . , βn−1, 1) = 0 ≥ f(β1, . . . , βn−1, 0) = 0.

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, (ϕxn∨ψ)( ~β) = 0 ¨ f = ϕxn∨ψ. � «¥¥, ϕ(x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 1) ≥
f(x1, . . . , xn−1, 0) = ψ. �á«¨ ϕ ≡ 0, â® ψ ≡ 0 ¨ f ≡ 0. �á«¨ ψ ≡ 1, â® f ≡ 1. �á«¨ ϕ ≡
1 ¨ ψ ≡ 0, â® f = xn. �á«¨ ¦¥ ϕ ¨«¨ ψ ­¥ ï¢«ïîâáï ª®­áâ ­â ¬¨, â® ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥-
­¨î ¨­¤ãªæ¨¨ ®­¨ ¡ã¤ãâ ¯à¨­ ¤«¥¦ âì [B] ¨ á«¥¤®¢ â¥«ì­®, f ∈ [B], â.¥. M = [B].
� ª ª ª {x1x2, x1 ∨ x2, 0} ⊆ To, â® 1 6∈ [x1x2, x1 ∨ x2, 0]. � «¥¥, â ª ª ª {x1x2, x1 ∨
x2, 1} ⊆ T1, â® 0 6∈ [x1x2, x1 ∨ x2, 1]. �á«¨ x1x2 ∈ [x1 ∨ x2, 0, 1], â® ¬®¦­® áç¨â âì,
çâ® ¢ § ¯¨á¨ x1x2 ¢ ¢¨¤¥ áã¯¥à¯®§¨æ¨¨ x1 ∨ x2, 0, 1 ­¥â ª®­áâ ­â ( ¢ ¢¨¤ã â®¦¤¥áâ¢
y ∨ 0 = y, y ∨ 1 = 1). �® â®£¤  x1 · x2 ∈ [x1 ∨ x2]. �à®â¨¢®à¥ç¨¥. �­ «®£¨ç­®,
x1 ∨ x2 6∈ [x1x2, 0, 1]. � ª¨¬ ®¡à §®¬, {x1x2, x1 ∨ x2, 0, 1} − ¡ §¨á M.

�¥¬¬  2. �®¤áâ ­®¢ª®© ª®­áâ ­â 0, 1 ¨ ¯¥à¥¬¥­­®©x ¢ ­¥¬®­®â®­­ãî äã­ªæ¨î
¬®¦­® ¯®«ãç¨âì �x.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì f(x1, . . . , xn) - ­¥¬®­®â®­­ ï äã­ªæ¨ï. �®£¤  áãé¥-
áâ¢ã¥â â ª¨¥ ¤¢  ­ ¡®à 

~α = (α1, . . . , αi−1, 0, αi+1, . . . , αn),

~β = (α1, . . . , αi−1, 1, αi+1, . . . , αn),
çâ® f(~α) = 1, f( ~β) = 0. �®«®¦¨¬ g(x) = f(α1, . . . , αi−1, x, αi+1, . . . , αn). �®£¤  g(0) =
1 ¨ g(1) = 0, â.¥. g(x) = �x. �¥¬¬  ¤®ª § ­ .

5. � áá¬®âà¨¬ ª« áá, â.­., «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨©

L = {a0 + a1x1 + . . . + anxn; ai = 0, 1, i ≤ n}.
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�á­®, çâ® x1 ∨ x2, x1x2 6∈ L ¨ �x = x + 1 ∈ L. �¨á«® ¢á¥å «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨© ®â n
¯¥à¥¬¥­­ëå à ¢­® 2n+1 ¨ äã­ªæ¨¨ {1, x1 + x2} ®¡à §ãîâ ¡ §¨á L. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ®
[L] = L, â.¥. L - § ¬ª­ãâë© ª« áá.

�¥¬¬  3. �á«¨ f(x1, . . . , xn) 6∈ L, â® ¨§ ­¥¥ ¯ãâ¥¬ ¯®¤áâ ­®¢ª¨ ª®­áâ ­â 0, 1 ¨
x, �x,   â ª¦¥, ¬®¦¥â ¡ëâì, ¯ãâ¥¬ ­ ¢¥è¨¢ ­¨ï ®âà¨æ ­¨ï ­ ¤ f, ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì
(x1 · x2).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¯¨è¥¬ f(x1, . . . , xn) ¢ ¢¨¤¥ ¯®«¨­®¬  �¥£ «ª¨­ 

f(x1, . . . , xn) = a0 +
n∑

i=1
aixi +

∑

1≤i<j≤n

aijxixj + . . . + a12...nx1x2 . . . xn,

£¤¥ a(i) = 0, 1. � ª ª ª f 6∈ L, â® ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® f = x1x2g(x3, . . . , xn) +
x1ϕ(x3, . . . , xn) + x2ϕ(x3, . . . , xn) + x2ϕ(x3, . . . , xn) + τ(x3, . . . , xn), £¤¥ g 6≡ 0. �ë¡¥-
à¥¬ α3, . . . , αn â ª¨¬, çâ® g(α3, . . . , αn) = 1. �®£¤  f(x1, x2, α3, . . . , αn) = x1x2 + ax1 +
bx2 + c = q(x1, x2). � ª ª ª q(x1 + b, x2 + a) + ab + c = x1x2, â® «¥¬¬  ¤®ª § ­ .

� ¬ª­ãâë¥ ª« ááë T0, T1, S, M ¨ L ¯®¯ à­® à §«¨ç­ë. �â® á«¥¤ã¥â ¨§ ­¨¦¥á«¥-
¤ãîé¥© â ¡«¨æë, £¤¥ §­ ª "+" ®§­ ç ¥â, çâ® äã­ªæ¨ï á®¤¥à¦¨âáï ¢ ª« áá¥,   §­ ª
"-" ®§­ ç ¥â, çâ® äã­ªæ¨ï ­¥ á®¤¥à¦¨âáï ¢ ª« áá¥.

T0 T1 S M L
0 + − − + +
1 − + − + +
�x − − + − +

�¬¥à¨ª ­áª¨© ¬ â¥¬ â¨ª �.�®áâ ¤®ª § «, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å § ¬ª­ãâëå ª« áá®¢
P2 ï¢«ï¥âáï áç¥â­ë¬ ¨ ª ¦¤ë© § ¬ª­ãâë© ª« áá ¨¬¥¥â ª®­¥ç­ë© ¡ §¨á (PostE., Two−
valued iterative systems, 1941). �®ª ¦¥¬ á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã ® äã­ªæ¨®­ «ì­®© ¯®«-
­®â¥.

�¥®à¥¬  (�.�®áâ). �¨áâ¥¬  äã­ªæ¨© ∨ ⊆ P2 ï¢«ï¥âáï ¯®«­®© ¢ P2, â.¥. [∨] =
P2, â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ∨ ­¥ á®¤¥à¦¨âáï ­¨ ¢ ®¤­®¬ ¨§ ¯ïâ¨ § ¬ª­ãâëå
ª« áá®¢ T0, T1, S,M, L.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬®áâì. �á«¨ [∨] = P2 ¨, ­ ¯à¨¬¥à,∨ ⊆ M, â® P2 =
[∨] ⊆ [M ] = M. �à®â¨¢®à¥ç¨¥.

�®áâ â®ç­®áâì. �ãáâì f0 ∈ ∨ \T0, f1 ∈ ∨ \T1, fs ∈ ∨ \S, fm ∈ ∨ \M, fe ∈ ∨ \L.
�á«¨ f0(1, 1, . . . , 1) = 1, â® ϕ(x) = f(x, . . . , x) = 1 - ª®­áâ ­â  ¨, ¯®¤áâ ¢«ïï ¥¥ ¢ f1,
¬ë ¯®«ãç¨¬ ¤àã£ãî ª®­áâ ­âã 0, â.¥. 0, 1 ∈ [∨]. �á«¨ ¦¥ f0(1, . . . , 1) = 0, â® ϕ(x) =
f0(x, . . . , x) = �x ∈ [∨] ¨ ¯® «¥¬¬¥ 1, ¨§ fs ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ª®­áâ ­âã. � ª ª ª
�x ∈ [∨], â® ®¡¥ ª®­áâ ­âë 0,1 ¯à¨­ ¤«¥¦ â [∨]. �® «¥¬¬¥ 2, ¨§ fm á ¯®¬®éìî ª®­áâ ­â
¬ë ¬®¦¥¬ ¯®áâà®¨âì �x, â.¥. �x ∈ [∨]. �® «¥¬¬¥ 3 á ¯®¬®éìî fe, 0, 1 ¨ �x ¬ë ¬®¦¥¬
¯®áâà®¨âì (x1 ·x2). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, {0, 1, �x, x1 ·x2} ⊆ [∨] ¨ P2 = [∨]. �¥®à¥¬  ¤®ª § ­ .

�§ â¥®à¥¬ë á«¥¤ã¥â, çâ® ¨§ ¢áïª®© ¯®«­®© á¨áâ¥¬ë ¢P2 ¬®¦­® ¢ë¤¥«¨âì ¯®«­ãî
ª®­áâ ­âã, á®¤¥à¦ éãî ­¥ ¡®«¥¥ 5 äã­ªæ¨©.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �« áá äã­ªæ¨© W ⊆ P2 ­ §ë¢ ¥âáï ¯à¥¤¯®«­ë¬ (¬ ªá¨¬ «ì-
­ë¬), ¥á«¨ ®­ ­¥ ¯®«­ë©, ­® ¤«ï «î¡®© äã­ªæ¨¨f 6∈ W ª« áá W ∪ {f} - ¯®«­ë©.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �  «£¥¡à¥ «®£¨ª¨ áãé¥áâ¢ã¥â â®«ìª® ¯ïâì ¯à¥¤¯®«­ëå ª« áá®¢,  
¨¬¥­­®: T0, T1, S,M, L.

�®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë ® äã­ªæ¨®­ «ì­®© ¯®«­®â¥ (�.�®áâ )

§4. �à¨«®¦¥­¨ï äã­ªæ¨© «®£¨ª¨ ¢ëáª §ë¢ ­¨©.
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1.�¥®à¨ï ¬­®¦¥áâ¢.
�ãáâì M - ­¥ª®â®à®¥ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¨A1, . . . , An - ¥£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ .

�®£¤  ¤«ï «î¡®£® a ∈ M ¢ëà ¦¥­¨ï a ∈ A1, . . . , a ∈ An ï¢«ïîâáï ¢ëáª §ë¢ ­¨ï¬¨.
�á«¨ f(x1, . . . , xn) - ä®à¬ã«   «£¥¡àë ¢ëáª §ë¢ ­¨©, ¢ § ¯¨á¨ ª®â®à®© ¢áâà¥ç îâáï
®¯à¥æ¨¨ "·", "∨", ¨ "-", â® ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ ~f ä®à¬ã«ã â¥®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢, ¯®«ãç¥­­ãî
¨§ f § ¬¥­®© xi ­  (a ∈ Ai), i ≤ n. � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ f(x1, x2) = (x1∨�x2)·x1∨x2�x1, â® ~f =
((a ∈ A1)∨ (a ∈ A2)) · (a ∈ A1)∨ (a ∈ A1)(a ∈ A2). �¡®§­ ç¨¬ â ª¦¥ ç¥à¥§ Zf ¢ëà ¦¥-
­¨¥, ¯®«ãç îé¥¥áï ¨§ f § ¬¥­®© xi ­  Ai, " ·" ­  ∩, "∨", ­  ∪ ¨ "−" ­  ¤®¯®«­¥­¨¥
�A = M \ A. �®£¤  Zf ⊆ M.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥. ~f ¨áâ¨­­  ¤«ï a ∈ M â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  a ∈ Zf .
�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢¥¤¥¬ ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã ¢å®¦¤¥­¨© á¨¬¢®«®¢ ®¯¥à æ¨© "·",

"∨", "-" ¢ f. �á«¨ íâ® ç¨á«® à ¢­® ­ã«î, â® f = x1 ¨ ~f = a ∈ A1, Zf = A1. � íâ®¬ á«ã-
ç ¥ ­ è¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®. �ãáâì ­ è¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¢¥à­® ¤«ï ¢á¥å ä®à¬ã«,
ç¨á«® ¢å®¦¤¥­¨© ®¯¥à æ¨© ¢ ª®â®àë¥ ≤ n. �ãáâì ç¨á«® ®¯¥à æ¨© ¢ f à ¢­® n + 1.
�®£¤  f = B · C, «¨¡® f = B ∨ C, «¨¡® f = �B. �¢¨¤ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï ¨­¤ãªæ¨¨

~B(a) = 1 ⇔ a ∈ ZB

~C(a) = 1 ⇔ a ∈ Zc

� ª ª ª ~f = ~B · ~C ¨«¨ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ~f = ~B ∨ ~C, ~f = ~�B, â® ¢ ¢¨¤ã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å
à ¢¥­áâ¢ Zf = ZB ∩ZC , ¨«¨ Zf = ZB ∪ZC , ¨«¨ Zf = �ZB ­ è¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®ª § ­®.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �á«¨ f ≡ g, â® Zf = Zg.
�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �á«¨ f â®¦¤¥áâ¢¥­­® ¨áâ¨­­ ï («®¦­ ï) ä®à¬ã« , â® Zf =

M(Zf = φ).
�§ á«¥¤áâ¢¨ï 1 á«¥¤ã¥â, ­ ¯à¨¬¥à, á¢®©áâ¢® ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢­®áâ¨ ¤«ï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢

A1 ∩ (A2 ∪ A3) = (A1 ∩ A2) ∪ (A1 ∩ A3),

â.ª. a · (b ∨ c) ≡ (a · b) ∨ (a · c).

2. �¥«¥©­®-ª®­â ªâ­ë¥ áå¥¬ë.

�¤¥ï ¨á¯®«ì§®¢ âì ¡ã«¥¢ë äã­ªæ¨¨ ¤«ï ¯®áâà®¥­¨ï  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨å ãáâà®©áâ¢,
®á­®¢ ­­ëå ­  à¥«¥©­®-ª®­â ªâ­ëå áå¥¬ å, ¡ë«  ¢ëáª § ­  ¢ 1901 £. ä¨§¨ª®¬ �.�à¥­ä¥áâ®¬
(á¬. �.�.� «ã¦­¨­, �â® â ª®¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª ï «®£¨ª , � ãª , 1964). �®«ìè®©
¢ª« ¤ ¢ íâ®¬ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ á¤¥« ­ á®¢¥âáª¨¬ ä¨§¨ª®¬ �.�.�¥áâ ª®¢ë¬,  ¬¥à¨ª ­-
áª¨¬ ¬ â¥¬ â¨ª®¬ �.�¥­­®­®¬ ¨ ï¯®­áª¨¬ ¨­¦¥­¥à®¬ �.� ª á¨¬ .

� ¯¥à¥ª«îç â¥«ì­®© áå¥¬¥, â.¥. ãáâà®©áâ¢ , á®áâ®ïé¥£® ¨§ ¯¥à¥ª«îç â¥«¥© ¨
á®¥¤¨­ïîé¨å ¨å ¯à®¢®¤­¨ª®¢, ¯à¨­¨¬ îâ ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ ¤¢  á®áâ®ï­¨ï ª ¦¤®£® ¯¥-
à¥ª«îç â¥«ï: § ¬ª­ãâ®¥ ¨«¨ à §®¬ª­ãâ®¥ (â.¥. ¯à®¢®¤ïé¥¥ ¨«¨ ­¥¯à®¢®¤ïé¥¥ â®ª).
� ¦¤®¬ã ¯¥à¥ª«îç â¥«î P ¯®áâ ¢¨¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¢ëáª §ë¢ â¥«ì­®¥ ¯¥-
à¥¬¥­­®¥ p, ª®â®à®¥ ¨áâ¨­­®, ¥á«¨ ¯¥à¥ª«îç â¥«ì P § ¬ª­ãâë© ¨ «®¦­®, ¥á«¨ P
à §®¬ª­ãâ. �å¥¬  P Q ¯à®¢®¤¨â â®ª â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ª®­ê-
î­ªæ¨ï p · q ¨áâ¨­­ ,   áå¥¬ 

Q

P
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¯à®¢®¤¨â â®ª â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤¨§êî­ªæ¨ï (p∨ q) ¨áâ¨­­ . �ãáâì ¤¢ 
¯¥à¥ª«îç â¥«ï P ¨ P1, à ¡®â îâ ¢ á«¥¤ãîé¥¬ à¥¦¨¬¥: ¥á«¨ P § ¬ª­ãâ, â® P1 à §®-
¬ª­ãâë© ¨ ­ ®¡®à®â. �®£¤  ¨¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¢ëáª §ë¢ â¥«ì­ë¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥p ¨ �p.
� ¦¤®© à¥«¥©­®-ª®­â ªâ­®© áå¥¬¥ ¬®¦­® ¯®áâ ¢¨âì ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ­¥ª®â®àãî ä®à-
¬ã«ã  «£¥¡àë ¢ëáª §ë¢ ­¨© ¨ ­ ®¡®à®â. �â® ¯®§¢®«ï¥â ã¯à®áâ¨âì áå¥¬ë. � ¯à¨¬¥à,
à áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîéãî áå¥¬ã

p
p q

q

p q t

t q t

p q q

�© á®®â¢¥âá¢ã¥â á«¥¤ãîé ï ä®à¬ã«   «£¥¡àë ¢ëáª §ë¢ ­¨©: A = p · (p�q ∨ q) ∨
(pqt)∨ ((�t�q∨ �pq) · (t∨ q)). �âã ä®à¬ã«ã ¬®¦­® ¯à¥®¡à §®¢ âì. �¬¥­­®,A = (p�q∨pq)∨
pqt∨ t�pq ∨ �pq = p∨ �pq = p∨ pq ∨ �pq = p∨ q. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ­ è  áå¥¬  íª¢¨¢ «¥­â­ 
áå¥¬¥

Q

P

�¯à ¦­¥­¨¥. �¯à®áâ¨âì áå¥¬ã.

x y

xx y

y

3. �®£¨ç¥áª¨¥ à ááã¦¤¥­¨ï.

�¢¥¤¥¬, á­ ç « , ­¥ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï, ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¯à¨ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¬ â¥-
¬ â¨ç¥áª¨å ãâ¢¥à¦¤¥­¨©. �á«¨ ­¥ª®â®à ï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª ï â¥®à¥¬  ä®à¬ã«¨àã¥âáï
¢ ¢¨¤¥ ¨¬¯«¨ª æ¨¨ A → B, â® A ­ §ë¢ ¥âáï ¤®áâ â®ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ ¤«ï ¨áâ¨­­®-
áâ¨ B,   ¨áâ¨­­®áâì B ­ §ë¢ îâ ­¥®¡å®¤¨¬ë¬ ãá«®¢¨¥¬ ¤«ï ¨áâ¨­­®áâ¨ A. �ãáâì
­¥ª®â®à®¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ § ¯¨á ­® ¢ ¢¨¤¥ ¨¬¯«¨ª æ¨¨A → B. �®£¤ 
ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï B → A ¨ �A → �B ­ §ë¢ îâ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ®¡à â­ë¬ ¨ ¯à®â¨¢®¯®-
«®¦­ë¬ ª ¨áå®¤­®¬ã. �¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì á«¥¤ãîéãî íª¢¨¢ «¥­â­®áâì, ­ §ë¢ ¥¬ãî
¯à ¢¨«¨¬ ª®­âà ¯®§¨æ¨¨

A → B ≡ �B → �A.

�§ íâ®£® ¯à ¢¨«  á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï, áä®à¬ã«¨à®¢ ­­®£®
¢ ¨¬¯«¨ª â¨¢­®© ä®à¬¥, ¤®áâ â®ç­® ¤®ª § âì ¯à®â¨¢®¯®«®¦­®¥ ®¡à â­®¬ã ãâ¢¥à-
¦¤¥­¨î. � ¯à¨¬¥à, ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ "�á«¨ ¢ âà¥ã£®«ì­¨ª¥ à ¤¨ãá ®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®-
áâ¨ à ¢¥­ ¤¨ ¬¥âàã ¢¯¨á ­­®©, â® ®­ à ¢­®áâ®à®­­¨©" íª¢¨¢ «¥­â­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î
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"�á«¨ âà¥ã£®«ì­¨ª ­¥à ¢­®áâ®à®­­¨©, â® à ¤¨ãá ®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ ­¥ à ¢¥­
¤¨ ¬¥âàã ¢¯¨á ­­®©".

�®¦¤¥áâ¢¥­­® ¨áâ¨­­ ï ä®à¬ã«   «£¥¡àë ¢ëáª §ë¢ ­¨©

( �A → B) · ( �A → �B) → A

®¯à ¢¤ë¢ ¥â ¯à¨¬¥­¥­¨¥ á¯®á®¡  ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®â ¯à®â¨¢­®£®, ç áâ® ¨á¯®«ì§ã-
¥¬®£® ¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å à ááã¦¤¥­¨ïå. �â¢¥à¦¤¥­¨ï â¨¯ 

"A ­¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç­® ¤«ï B"

¬®¦­® ¢ëà §¨âì ¢ ¢¨¤¥ ä®à¬ã«ë (A → B)(B → A). �á«¨ áå¥¬  ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï A ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯¥à¥¡®à  ª®­¥ç­®£® ç¨á«  á«ãç ¥¢, â® íâ®â
á¯®á®¡ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢ëà ¦ ¥âáï ä®à¬ã«®©

[(A1 ∨ A2 ∨ . . . ∨ An) · (A1 → A) · (A2 → A) . . . (An → A)] → A

� áá¬®âà¨¬, ¤ «¥¥, á«¥¤ãîé¨¥ § ¤ ç¨.
1) �¥ª ­ ¯¥à¥¤ á¥áá¨¥© ¨§¤ « à á¯®àï¦¥­¨¥ ® â®¬, çâ® ­  íª§ ¬¥­ å ¤®«¦­®

¢ë¯®«­ïâìáï ¯® ¬¥­ìè¥© ¬¥à¥ ®¤­® ¨§ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨©:
 ) á«¥¤ã¥â ­¥ ¯®«ì§®¢ âìáï ª®­á¯¥ªâ ¬¨;
¡) ¥á«¨ áâã¤¥­â ¯®«ì§ã¥âáï ª®­á¯¥ªâ®¬, â® ¥¬ã ¯à¥¤« £ ¥âáï ¤®¯®«­¨â¥«ì­ ï § ¤ -

ç  ¨ ®­ ¯à¥¤®áâ ¢«ï¥â íª§ ¬¥­ â®àã à¥ä¥à â ¯® ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬ à §¤¥« ¬ ¤ ­­®£®
ªãàá ;

¢) «¨¡® ¥¬ã ¯à¥¤« £ ¥âáï ¤®¯®«­¨â¥«ì­ ï § ¤ ç , «¨¡® ®­ ¯à¥¤®áâ ¢«ï¥â à¥ä¥à â
¯® ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬ à §¤¥« ¬ ªãàá ;

�®¦­® «¨ ã¯à®áâ¨âì íâ¨ ãá«®¢¨ï?
�¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ¢ëáª §ë¢ ­¨ï: A = "áâã¤¥­â ¯®«ì§ã¥âáï ª®­á¯¥ªâ®¬", B =

"áâã¤¥­âã ¯à¥¤« £ ¥âáï ¤®¯®«­¨â¥«ì­ ï § ¤ ç " ¨ C = "áâã¤¥­â ¯à¥¤®áâ ¢«ï¥â à¥-
ä¥à â". �®£¤  à á¯®àï¦¥­¨¥ ¤¥ª ­  ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ ä®à¬ã«ë

�A ∨ (A → B · C) ∨ (B ∨ C),

ª®â®à ï íª¢¨¢ «¥­â­  �A ∨ �A ∨B · C ∨B ∨ C = �A ∨B ∨ C = A → (B ∨ C).
�â ª, ¢ëè¥¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ 3 ãá«®¢¨ï ¬®¦­® § ¬¥­¨âì ®¤­¨¬ ãá«®¢¨¥¬: ¥á«¨ áâã¤¥­â

¯®«ì§ã¥âáï ª®­á¯¥ªâ®¬, â® ®­ «¨¡® à¥è ¥â ¤®¯®«­¨â¥«ì­ãî § ¤ çã, «¨¡® ¯à¥¤®áâ -
¢«ï¥â à¥ä¥à â.

2) �  ¢®¯à®á, ªâ® ¨§ âà¥å áâã¤¥­â®¢ ¨§ãç « «®£¨ªã, ¡ë« ¯®«ãç¥­ ¯à ¢¨«ì­ë©
®â¢¥â: ¥á«¨ ¨§ãç « ¯¥à¢ë©, â® ¨§ãç « ¨ âà¥â¨©. �® ­¥¢¥à­®, çâ® ¥á«¨ ¨§ãç¨« ¢â®à®©,
â® ¨§ãç¨« ¨ âà¥â¨©. �â® ¦¥ ¨§ãç « «®£¨ªã?

� áá¬®âà¨¬ ¯à®áâ¥©è¨¥ ¢ëáª §ë¢ ­¨ï ai = "i-© áâã¤¥­â ¨§ãç « «®£¨ªã", i =
1, 2, 3. �®£¤  a1 → a3 = 1 ¨(a2 → a3) = 1. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, 1 = 1 · 1 = (a1 →
a3)(a2 → a3) = (�a1 ∨ a3)(�a2 ∨ a3) = (�a1 ∨ a3)(a2 · �a3) = �a1 · a2 · �a3. �â ª, â®«ìª® ¢â®à®©
áâã¤¥­â ¨§ãç « «®£¨ªã.

3) �à¨ á®áâ ¢«¥­¨¨ à á¯¨á ­¨ï ãà®ª®¢ ­  ®¤¨­ ¤¥­ì ãç¨â¥«ï ¬ â¥¬ â¨ª¨, ¨áâ®-
à¨¨ ¨ «¨â¥à âãàë ¢ëáª § «¨ á«¥¤ãîé¨¥ ¯®¦¥« ­¨ï: ¬ â¥¬ â¨ª ¯à®á¨« ¯®áâ ¢¨âì
¯¥à¢ë© ¨«¨ ¢â®à®© ãà®ª, ¨áâ®à¨ª - ¯¥à¢ë© ¨«¨ âà¥â¨©; ãç¨â¥«ì «¨â¥à âãàë - ¢â®à®©
¨«¨ âà¥â¨©. � ª¨¥ ¢ à¨ ­âë á®áâ ¢«¥­¨ï à á¯¨á ­¨ï ¥áâì ã § ¢ãç , ¥á«¨ ®­ ãçâ¥â
íâ¨ ¯®¦¥« ­¨ï?

�¢¥¤¥¬ í«¥¬¥­â à­ë¥ ¢ëáª §ë¢ ­¨ïXi = " ¯à¥¤¬¥â � ¯®áâ ¢¨âì i-¬ ãà®ª®¬". �®-
£¤  âà¥¡®¢ ­¨ï ¬ â¥¬ â¨ª , ¨áâ®à¨ª  ¨ «¨â¥à â®à  ¬®¦­® ¢ëà §¨âì á®®â¢¥âáâ¢¥­­®
¢ ¢¨¤¥ ä®à¬ã«ë: M1 ∨M2, H1 ∨H3, L2 ∨ L3. � ¢ãçã ¯à¥¤áâ®¨â ¢ëïá­¨âì ¨áâ¨­­®áâì
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á«¥¤ãîé¥£® ¢ëáª §ë¢ ­¨ï 1 = (M1∨M2)(H1∨H3)(L2∨L3) = (M1H3∨M2H1)(L2∨L3) =
M1H3L2 ∨M2H1L3. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ à á¯®àï¦¥­¨¨ § ¢ãç  ¥áâì ¤¢  ¢ à¨ ­â  á®áâ -
¢«¥­¨ï à á¯¨á ­¨ï: "¬ â¥¬ â¨ª , «¨â¥à âãà , ¨áâ®à¨ï" ¨«¨ " ¨áâ®à¨ï, ¬ â¥¬ â¨ª ,
«¨â¥à âãà ".

�¯à ¦­¥­¨ï.

1. �¥è¨âì ¡ã«¥¢ë ã¯à ¦­¥­¨ï
 ) x ∨ y = �x; ¡) ax ∨ b�x = 1.
2. �à®¢¥à¨âì à ¢­®á¨«ì­®áâì á«¥¤ãîé¨å à¥«¥©­®-ª®­â ªâ­ëå áå¥¬

x x x x x

y y y y y

z z z z z

y
x

z

3. �®áâà®©â¥ à¥«¥©­®-ª®­â ªâ­ãî áå¥¬ã á § ¤ ­­®© äã­ªæ¨¥© ¯à®¢®¤¨¬®áâ¨

(x → (y → z)) → (y → �x).

4. �¯à®áâ¨âì ä®à¬ã«ë (�x → y) → (�y → x), ((x → y) → x) → y.
5. �¥à­® «¨ à ¢¥­áâ¢® [x1 ∨ x2 ∨ x3] = P2?
6. �®ª § âì, çâ®  ) x · y 6∈ [�x, (x → y)(y → x)];
¡) x → y 6∈ [x · y, x ∨ y];
¢) x · y 6∈ [x ∨ y, x → y].
7. �®ª § âì, çâ®  ) x → y = x|(y|y);
¡) x|y = �x ∨ �y;
¢) x + y = (�x ∨ y) ∨ (x ∨ �y).
8. �âã¤¥­âë �¢ ­®¢, �¥âà®¢, �¨¤®à®¢ ¨ �¨à®­®¢ à¥è¨«¨ ¯à®¢¥áâ¨ ª ­¨ªã«ë ¢

£®à®¤ å: �®áª¢ , � à­ ã«, �¬áª, �®¬áª. � ª ª®© £®à®¤ ¤®«¦¥­ ¯®¥å âì ª ¦¤ë© ¨§
­¨å, ¥á«¨ ¨¬¥îâáï á«¥¤ãîé¨¥ ®£à ­¨ç¥­¨ï:

 ) ¥á«¨ �¢ ­®¢ ­¥ ¥¤¥â ¢ �®áª¢ã, â® �¨¤®à®¢ ­¥ ¥¤¥â ¢ � à ­ã«;
¡) ¥á«¨ �¥âà®¢ ­¥ ¥¤¥â ­¨ ¢ �®áª¢ã, ­¨ ¢ ¢ �®¬áª, â® �¢ ­®¢ ¥¤¥â ¢ �®áª¢ã;
¢) ¥á«¨ �¨¤®à®¢ ­¥ ¥¤¥â ¢ �®¬áª, â® �¥âà®¢ ¥¤¥â ¢ �¬áª;
£) ¥á«¨ �¨à®­®¢ ­¥ ¥¤¥â ¢ �®áª¢ã, â® �¥âà®¢ ¥¤¥â ¢ �®áª¢ã;
¤) ¥á«¨ �¨à®­®¢ ­¥ ¥¤¥â ¢ � à­ ã«, â® �¥âà®¢ ¥¤¥â ¢ �®áª¢ã.
�ª § ­¨¥. �¢¥áâ¨ ¯à®áâ¥©è¨¥ ¢ëáª §ë¢ ­¨ï:

Xy = "X ¥¤¥â ¢ Y."
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